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Nie tylko arytmetyka i algebra postuguja
si¢ wyrazeniami. W logice zdaniowej
mamy do czynienia z wyrazeniami
zbudowanymi z operatoréw logicznych
takich jak koniunkcja A, alternatywa V,
negacja —, implikacja =, co do ktérych
reguly pierwszenstwa nie sg tak
powszechnie przyjete jak w arytmetyce.

Dziatania wystepujace w wyrazeniach
moga mieé rézng liczbe argumentéw.
Przykladem dzialania o jednym
argumencie jest np. zmiana znaku liczby
lub jej pierwiastkowanie, przykladem
za$ dziatania o liczbie argumentéw
réownej zero jest kazda konkretna liczba
traktowana jako stala.

* Instytut Podstaw Informatyki PAN

Notacja polska, czyli
beznawiasowa symbolika Lukasiewicza

Wyrazenia arytmetyczne zbudowane sa z liczb, zmiennych, znakéw dziatan

i nawiaséw. Nawiasy okreslaja kolejno$¢ wykonywania dziatan: dziatania
zamknigte w nawiasy wykonuje sie przed pozostatymi. Dodatkowe znane reguty
dotycza pierwszenstwa operacji: jesli nawiasy nie wskazuja innej kolejnosci,
mnozenie i dzielenie wykonuje sie przed dodawaniem i odejmowaniem itd.
Przykladem wyrazenia arytmetycznego jest ciag znakow

(1) 3% (4+b)+6xr—a
Regut pierwszenstwa mozna uniknaé, zamykajac wszystkie proste wyrazenia
w nawiasy, a wiec zapisujac (1) w postaci

(2) ((3# (4+b)) + (6% (V) — a),

czyniac jednakze to wyrazenie malo czytelnym. Aby uniknaé¢ wprowadzania
nawiasow i regut dotyczacych pierwszenstwa dzialan mozna wyrazenia zapisywac
w postaci graficznej. Wyrazenie (1) mozna np. przedstawié¢ w formie drzewa

tak jak na rysunku obok.

Jednak dwuwymiarowa reprezentacja jest niedogodna zaréwno w tekstach
pisanych, jak i w reprezentacji przeznaczonej do mechanicznego przetwarzania.
Okazuje sie, ze istnieja inne zasady opisu i obliczania wartosci wyrazen,
upraszczajace procedure obliczeniowa. Takie zasady zostaly juz w ubieglym
stuleciu wprowadzone przez polskiego logika, Jana TL.ukasiewicza (1878-1956).
Powstaly one na dtugo przed pojawieniem sie komputerow i dotyczyty rachunku
logicznego, a nie arytmetycznego. W nowoczesnej technice obliczeniowej
zwrdcono na nie uwage, widzac ich zwiazek z organizacja obliczen wszelkich
wyrazen algebraicznych. W Swiecie anglosaskim zasady te nosza nazwe Polish
notation, a w Polsce symboliki beznawiasowej. Wyrazenia napisane w tej
symbolice bedziemy nazywac¢ krétko B-wyrazeniami. Jednym z B-wyrazen
odpowiadajacych wyrazeniu (1) jest ciag symboli

(3) —+*3 +4bx6+/za

Aby wyjasnié¢ sposéb tworzenia i rozumienia B-wyrazen, okreslimy najpierw
zasady ich budowy. Sa one nastepujace:

(b1) kazda zmienna i kazda liczba jest B-wyrazeniem;

(b2) jesli symbol ¢ jest znakiem dzialania o k argumentach (k > 0) oraz
€1,€2,..., € sa B-wyrazeniami, to ,® e ez ... eg” jest B-wyrazeniem,;

(b3) wszystkie B-wyrazenia sa utworzone wedlug zasady (b1l) lub (b2).

Warto$¢ B-wyrazen dla zadanych wartoéci zmiennych oblicza si¢ wedlug
nastepujacych regut: jesli B-wyrazenie jest liczba lub zmienna, to jej wartosc
jest wartoscia B-wyrazenia; jesli wartoSciami B-wyrazen ey, eo, ..., e sa liczby
ni,No, ..., Nk, to wartos¢ B-wyrazenia @ ej es ... ey jest wynikiem dziatania
@ na liczbach ni,ns,...,nk. Obliczenie wartoéci B-wyrazenia polega na
kolejnym odszukiwaniu w nim podwyrazen wykonywalnych, tj. struktur postaci
@ nyng ... ng, w ktorych nqy,no, ..., ng sa liczbami lub zmiennymi, a & jest
symbolem k-argumentowego dzialania, i zastepowaniu ich przez wyniki operacji
na wartosciach nq,no, ..., ng. W efekcie takiego postepowania otrzymujemy
koniec koncow pojedyncza liczbe, bedaca poszukiwang wartoscia wyrazenia.
Mimo, ze obliczenie warto$ci B-wyrazenia moze by¢ dokonane na wiele réznych
sposobow, warto$é ta jest wyznaczona jednoznacznie przez podane reguly.
Zauwazmy, ze:

. nawiasy w przyjetej symbolice sa niepotrzebne (stad jej nazwa);

. kazde wyrazenie arytmetyczne daje si¢ w niej opisac;

. umowa dotyczaca pierwszenstwa dziatan jest zbedna;

. obowiazuje tylko jedna reguta obliczania, wspolna dla wszystkich dziatan.
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Jako przyktad rozwazmy obliczenie wartosci wyrazenia (3) dlaa=2,b=5
ix =9. Kolejne etapy tego obliczenia podane sa ponizej, a obliczane
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podwyrazenia wykonywalne sa podkreslone:

— 4+ %3445%6+/92
—+%39%x632
— 427182

— 452

43

tak wiec wartoscig wyrazenia (3) dla podanych wartosci
zmiennych jest liczba 43.

Dla usystematyzowania postepowania wybieramy
zazwyczaj metode polegajaca na kolejnym obliczaniu
ostatniego podwyrazenia wykonywalnego. Takie
podwyrazenie tatwo znalezé, gdyz jego pierwszym
symbolem jest ostatnie wystapienie w analizowanym
wyrazeniu znaku operacji.

W praktyce komputerowej, ze wzgledu na przyjeta
kolejnosé czytania tekstu przez urzadzenia wejéciowe
komputeréw, przyjal sie sposéb zapisu wyrazen

w tzw. odwrotnej symbolice beznawiasowej (0 nazwie
anglojezycznej reverse Polish notation). Takie wyrazenia
nazwiemy R-wyrazeniami. Definiujemy je analogicznie
do B-wyrazen, z ta réznica, ze symbol dzialania pojawia
sie za argumentami, czyli uzywamy napisé6w postaci

€1 €2 ... e @”. Nasze przykladowe wyrazenie ma

w tej symbolice postaé:

(4) 34b+ %6/ *x+a—

Obliczenie wartosci wyrazenia (4) dlaa =2,b=5ix =9
przebiega podobnie do obliczenia (3). Tym razem dla
znalezienia podwyrazenia wykonywalnego wystarczy
odszukaé pierwsze wystapienie znaku dzialania. Na tym
polega zaleta notacji odwrotnej: przy czytaniu kolejnych
znakéw R-wyrazenia tatwiej jest znalezé pierwsze
wystapienie dzialania niz ostatnie, co wymagatoby
znajomosci catego wyrazenia jeszcze przed przystapieniem
do jego analizy. Zastepujac kolejno w obliczanym
wyrazeniu pierwsze wystapienia podwyrazen
wykonywalnych ich wartosciami otrzymujemy:

3454 %69/ x+2—
39569/ % +2—
2169/« + 2 —
2763 % + 2 —
2718 + 2 —

45 2 —

43

Aby pokazaé, jak moze wygladaé¢ program komputerowy
obliczajacy wartos¢ wyrazenia arytmetycznego zapisanego
w odwrotnej symbolice beznawiasowej, wygodnie jest
dysponowaé pewnymi strukturami danych. Jedna ze
struktur jest wejécie, w ktérym dostepny jest tylko
pierwszy element, a operacje wez, usun, przenie$ odnosza
sie wylacznie do tego elementu. Druga struktura jest
wyjscie, do ktorego kolejne elementy mozna co najwyzej
dopisywaé (operacja poldz). Trzecia jest stos (ang. stack),
w ktorym dostepny jest tylko ostatni element. Wszystkie
operacje na stosie, takie jak poldz, usun, przenies,
poréwnagj, odnosza sie wylacznie do tego ostatniego
elementu stosu.

Procedura wyliczajaca warto$¢ wyrazenia zapisanego
w odwrotnej symbolice beznawiasowej bedzie korzystacé
jedynie z wejscia i stosu. Przyjmijmy, ze analizowane
wyrazenie zapisane jest na wejsciu, a stos danych jest
pusty. Procedura obliczenia wartosci R-wyrazenia
polega na powtarzaniu nastepujacych czynnosci az do
wyczerpania danych na wejsciu:

Jesli kolejnym elementem na wejsciu jest liczba,

przenie$ jg na stos danych; jesli jest nim znak dzialania
o k argumentach, usun ze stosu danych ostatnio zapisane
k liczb, wykonaj na nich to dziatanie, a wynik potoz na
stosie danych.

Proces obliczeniowy okres$lony przez ten program dla
wyrazenia (3) przy a = 2, b =51 x = 9 przebiega
w sposéb przedstawiony ponizej:

Stos Wejscie
3454+%69 x4+ 2—
3 454 %69 x+2—
34 54 %69 %+ 2—
345 |+ %69/ x+2—

39 *x69*+2—

27 69 *+2—

2716 |9/ x+2—
2169 | / %+ 2 —
276 3 | * + 2 —
2718 | +2 —

45 2 —

452 -

43

Thtumaczenie klasycznych wyrazen arytmetycznych na
odwrotna posta¢ beznawiasowa okresla inna procedura
opisana ponizej. Procedura ta korzysta z wejscia,
wyjscia oraz ze stosu, tym razem gromadzacego
operacje (a nie dane, jak poprzednio). Poczatkowo
wejscie zawiera symbole klasycznego wyrazenia
arytmetycznego przeznaczonego do przettumaczenia,
wyjscie i stos sa puste. Ttumaczenie polega na
powtarzaniu nastepujacych czynnosci az do wyczerpania
wszystkich symboli na wejsciu i wszystkich symboli

ze stosu:

Jesli wejscie jest puste, a stos niepusty, przenies znak
dziatania ze stosu ma wyjscie; w przeciwnym razie wez
obiekt z wejscia; jesli jest to:

o zmienna bgdZ liczba — przenies jg na wyjscie;

e nawias otwierajgcy — przenies go na stos;

e symbol operacyi o pierwszenstwie nizszym lub takim
samym jak ostatni znak zapisany na stosie — przenies
symbol ze stosu na wyjscie; w przeciwnym razie —
przenie$ symbol z wejscia na stos;

e nawias zamykajgcy — gdy ostatnim elementem stosu
jest znak dzialania, przenies go na wyjscie; gdy jest
nim nawias otwierajqgcy, usun go ze stosu i usun
nawias zamykajacy z wejscia.

Po powtérzeniu powyzszych czynnosci az do uzyskania
pustego stosu i pustego wejécia, wyjécie zawieraé bedzie
R-wyrazenie réwnowazne pierwotnemu.



Przyklad ttumaczenia wyrazenia arytmetycznego w symbolice
klasycznej na wyrazenie w odwrotnej symbolice beznawiasowej
jest zilustrowany ponizej.

Wyjscie Stos Wejécie
3x(44+b)+6xy/x—a

3 x(44+b)+6xy 2z —a
3 * (44Db)+6x/x—a
3 * ( 44+b)+6*x/z—a
34 * ( +b)+6xy/z—a
34 x(+ |b)+6xvz—a
340 x(+ |)+6xy/2x—a
340+ * ( )+ 6%y 2x—a
346+ * +6xy2—a
34b+ % +6xy2—a
34b+ % + 6% 2 —a
34b+ %6 + xyx—a
34b+ %6 + % vr—a
34b+ %6 +xy |x—a
34b+ %6z +xy/|—a
34b+ %6z 4/ + * —a
34b+ %6/ * + —a
34b+x6x+/ x+ —a
34b+x6x+/ x+ — a
34b+x6xz+/*+a -
34b+x6x+/*+a—

Na koniec warto zauwazy¢, ze symbolom
wyrazenia beznawiasowego odpowiadaja

w spos6b wzajemnie jednoznaczny wierzchotki
drzewa w reprezentacji graficznej tego
wyrazenia. Wynika stad, ze symbolika
beznawiasowa okresla sposoéb przegladania
drzew wyrazen. Symbolice prostej odpowiada
przegladanie drzewa poczawszy od jego korzenia
i konczac na lisciach; symbolice odwrotne;j
odpowiada przegladanie drzewa poczawszy od
jego lidci, a koniczac na korzeniu.

Od Redakcji:

Podczas kompilacji programu zawierajacego wyrazenie
arytmetyczne budowane jest drzewo tego wyrazenia.

Na jego podstawie kompilator generuje ciag instrukcji
procesora obliczajacych to wyrazenie w kolejnosci
charakterystycznej dla odwrotnej notacji beznawiasowej
z uzyciem stosu do przechowywania posrednich wynikéw.
Odwrotna notacja polska jest stosowana w niektérych
kalkulatorach naukowych oraz uzywana przez PostScript,
jezyk grafiki komputerowej. Informacja o tym jest
niezbedna i czesto wystarczajaca do awaryjnego
poprawiania PostScriptowych plikéw graficznych za
pomocy zwyklego edytora bez uprzedniej znajomosci
tego jezyka. Niestety, standard ten jest wypierany przez
jego nastepce: PDF, do ktérego ze zwyklym edytorem
nie ma co podchodzié.

m Zadania Redaguje Ewa CZUCHRY

F 729. Odbiorniki radiowe mozna dostraja¢ do odbioru fal radiowych réznych
dhugosci, od fal dhugich do ultrakrotkich. Co zrobié, zeby dostroié¢ sie do

stacji nadajacej na falach o wiekszej dlugosci: zblizy¢, czy tez oddali¢ plytki
kondensatora, bedacego elementem obwodu drgajacego?

Rozwiazanie na str. 20

F 730. Jaka powinna by¢ optymalna czesto$¢ powtarzania impulséw radaru
podczas namierzania celu znajdujacego sie w odlegtoséci 15 km? Jaki jest zakres
odleglosci mierzalnych takim radarem?

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

C
M 1225. Na kazdym polu szachownicy 10 x 10 napisano jedna z liczb
1,2,...,10. Okazalo sie, ze kazde dwie liczby napisane na polach majacych
wspdélny bok lub wspolny wierzcholek sa wzglednie pierwsze. Wykazaé, ze
pewna liczba wystepuje na szachownicy co najmniej 17 razy.
D Rozwiazanie na str. 17
M 1226. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a punkt D
I jest $rodkiem boku AC (rys.). Wykazaé, ze jezeli kat AID jest prosty, to
AC + BC = 3AB.
Rozwiazanie na str. 19
A B
M 1227. Ciagi z1,x2,... oraz yi,ya, . .. sa okreslone przez warunki
1
171:§ oraz xn+1:xn+xi dlan=1,2,...,
Yy = 10 oraz  Yp+t1 :yneri dlan=1,2,....

Wykazaé, ze dla kazdej pary (k,!) liczb catkowitych dodatnich wyrazy xx iy,

sg rézne.
Rozwiazanie na str. 24
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