Obliczalnos$¢, rachunek lambda i liczby naturalne

Przypomnijmy, ze w poprzednim numerze
byla mowa o lambda-wyrazeniach,
czyli specjalnej notacji Axz.M stuzacej
do zapisu funkcji o argumencie z,
wykonujacej operacj¢ M. Na przyktad
zamiast

f@)(y) =z +y
napisaliby$my

f = Xz yxz+y
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Na poczatku XX wieku ludzie czesto zastanawiali sie¢ nad algorytmiczna
rozwigzalnoécia réznych probleméw. Nie bylo wtedy do konca jasne, co to
znaczy, ze jakis problem jest ,rozstrzygalny”. Postugiwano si¢ wtedy dos¢ metnym
pojeciem istnienia ,procedury o skoniczonej liczbie operacji”. Intuicyjnie chodzito
o to, czy istnieje powtarzalny ciag czynnosci, ktory zawsze prowadzi do poprawnych
wynikow. Sformalizowanie pojecia rozstrzygalnosci zajelo matematykom troche
czasu. W latach 30. XX wieku pojawily sie dwie koncepcje: definiowalnosé

w rachunku lambda oraz obliczalno$é na maszynie Turinga. W 1937 roku Alan
Turing udowodnil, ze obie te koncepcje definiuja te¢ sama klase problemdw.
Warto tutaj zaznaczy¢, ze rachunek lambda pojawil sie historycznie wczedniej niz
maszyna Turinga. Ta ostatnia ma jednak bardziej mechaniczna nature, co pozwolito
fizycznie ja zbudowaé. Pierwsze komputery byly po prostu przeniesieniem
abstrakcyjnej maszyny Turinga do $wiata rzeczywistego. Rachunek lambda jest
za to bardziej matematyczna konstrukcja, ktorej nie daje sie tak prosto zrealizowaé
w $wiecie fizycznym.

Te dwa modele, rachunek lambda i maszyna Turinga, zapoczatkowaly dwa
sposoby myslenia o programowaniu (paradygmaty). Pierwszy model jest
abstrakcja programowania funkcyjnego, drugi imperatywnego. Niestety,
wszystkie zbudowane dotychczas komputery dzialaja jak maszyna Turinga,
przez co imperatywny sposob myslenia jest duzo szerzej rozpowszechniony
niz funkcyjny. Nalezy jednak pamiegtaé, ze obydwa modele maja réwnie diuga
historie i obydwu nalezy sie rownie wiele uwagi.

Przedstawimy teraz pobieznie sposdb, w jaki mozna zdefiniowa¢ obliczalnosé

w rachunku lambda. Po pierwsze, ustalmy, co chcemy obliczyé¢. Wszyscy wiemy,
ze w rzeczywistych komputerach wszystkie informacje reprezentowane sa za
pomoca jedynie dwoch liczb: zera i jedynki. Poniewaz pojemnosé pamieci
naszych komputeréw jest skonczona, wiec mozna zinterpretowaé caly zawartosé
pamieci jako bardzo, bardzo duza liczbe naturalna zapisana w systemie
dwdjkowym. Oznaczmy te liczbe n. Wyobrazmy sobie, ze uruchamiamy jakis
program (nazwijmy go P), ktory dziala przez chwile i si¢ konczy. Nasz program
pewnie zmienit zawartos¢ pamieci komputera. Nowa zawarto$¢ mozemy znéw
zinterpretowaé jako liczbe naturalng n’. W ten sposob program P moze by¢
rozumiany jako funkcja na liczbach naturalnych P : N — N, taka ze P(n) =n’.
Znamy zatem odpowiedz na pytanie ,,Co chcemy oblicza¢?”. Chcemy obliczaé
funkcje f : N — N. Pozostaje pytanie ,,Co to znaczy, ze funkcja f da sie
obliczy¢?”. Odpowiedz jest prosta. Postulujemy, ze funkcja f jest obliczalna, jesli
istnieje lambda-wyrazenie F, ktére ja realizuje, czyli

Vn,m € N (f(n) =m <= Fn=m).

W poprzednim numerze Delty, w artykule Michala Skrzypczaka Wszystko

jest funkcjq, wykazano, ze kazda funkcja, ktéra da sie zaprogramowacé na
komputerze, moze byé¢ zapisana jako pewne lambda-wyrazenie. Byto to
jednak pokazane przy zalozeniu, ze mamy do dyspozycji liczby naturalne oraz
dzialania na nich. Wydaje sie to do$é¢ naturalne, ale jesli chcemy udowadniaé
co$ o funkcjach obliczalnych, to dobrze byloby zredukowaé¢ do minimum liczbe
przypadkéw, ktore musimy rozpatrzyé. W czystym rachunku lambda wyrazenie
M moze by¢ tylko postaci M = P @, albo M = A\z.P, albo musi by¢ zmienna
M = z. Korzystajac tylko z tych trzech mozliwosci, skonstruujemy liczby
naturalne oraz operacje arytmetyczne +, —, * i relacje =, <, >.

Liczby naturalne bedziemy reprezentowaé za pomoca tzw. numeratow Churcha.
Liczbe n € N przedstawimy jako funkcje na funkcjach, ktéra sktada swoj
argument ze sobg n razy. Sprébujmy wytlumaczy¢ to doktadniej. Numeral n

to funkcja, ktéra przyjmuje jako argument pewnag funkcje f : N — N. W wyniku
daje nowa funkcje ¢ = n(f) : N — N, ktéra jest n-krotnym zlozeniem f,
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Anegdota glosi, ze wpadl na swéj
genialny pomysl u dentysty, gdy byt
znieczulony gazem rozweselajacym (N2O)
podczas usuwania zebéw madrosci.

Zauwazmy, ze nie mamy czego$ takiego
jak liczby ujemne, wigc pred 0 = 0.

A oto jak poréwnywaé liczby Churcha
za pomocy wyrazenia warunkowego typu
if-then-else oraz operatoréw i wartosci
logicznych zapisanych za pomoca
lambda-wyrazen w spos6b opisany we
wspomnianym artykule:
zero = An.n (Az.false) true
le = An.Am.zero (sub n m)

ge = An.A\m.zero (sub m n)

eq = An.Am.and (le n m) (ge n m)

czyli g(x) = f™(x). Symbolicznie mozna to zapisaé¢ nastepujaco:

n(f)(z) = () = f(f(... f(z)...).
N——
n
W rachunku lambda odpowiednie numeraly beda miaty postaé

0= \f.(Az.2)
L=Xff
2= M x.f (f x)
3= A x.f (f (fx) itd.
Na takich liczbach mozemy zdefiniowaé operacje dodawania i mnozenia:
add = dmAnAf.(Ax.(m f) (n f )
mul = AmAnAf.m (n f).
Sprawdzmy, jak to dziala.

(add 23) fz=2f) B fx)
=2 (=)
=G F)))=5f
(mul 32) fo=3(2Ff)x
=202 2f2)
(

2

f

N2 )
D ()
=G E ) =61

7 odejmowaniem nie pojdzie nam tak prosto. Czytelnik moze sam sprobowaé
zdefiniowaé operacje poprzednika, czyli funkcje pred : N — N, taka ze pred(x) =
=z — 1, by przekonaé sie, ze nastrecza to trudnosci. W istocie byl to przez
pewien czas otwarty problem. Rozwigzanie znalazt student Churcha, Stephen
Cole Kleene. Do zrealizowania jego pomystu bedziemy potrzebowali dodatkowe;j
struktury danych — pary.

pair = Az \y.(Af.f z y)
fst = Ap.p Az \y.x)
snd = A\p.p (Az.A\y.y) .
W ten sposéb pair A B koduje dwa lambda-wyrazenia A oraz B w jednym,
a operacje fst i snd wybieraja poszczegdlne wspdirzedne, na przyktad:
fst (pair A B) = (pair A B) (Az.\y.x)
= (Af.f A B) (Az.\y.x)
= (Az.\y.x) A B=A.
Dla skrdcenia notacji przez (A, B) bedziemy oznaczaé pare, czyli
lambda-wyrazenie pair A B. Wygodnie tez bedzie pisa¢ nieformalnie

Ap1,p2).M, jesli zakladamy, ze argumentem definiowanej funkcji jest para.
Mozemy teraz skonstruowaé funkcje poprzednika oraz odejmowanie:

pred = Am.Af A z.fst (m (Ap.pair (snd p) (f (snd p))) (pair z x)) =
= dmAf A xfst (m (AN p1,p2).(p2, f p2) (z,x))
sub = Am.An.n pred m.
Obliczmy dla przykladu pred 3.
pred 3 f z = fst (3 (A(p1,p2)-(p2, f p2)) (z, 7))
= fst (Mp1,p2)-(p2, f p2)) (Mp1,p2)-(P2, f P2))
((Mp1,p2)-(p2, f p2)) (2, 2))))
= fst ((Mp1,p2)-(p2, f p2)) (Mp1,p2)-(p2, f p2)) (@, [ )))
= fst (A{p1,p2)-(p2, [ p2)) {f . f (f 2)))
=fst (f (fa),f(f(fao))=Ff(fa)=2[=.

Jedli dodamy do tego mozliwo$é poréwnywania liczb (patrz margines), to
zdefiniujemy pelna arytmetyke w czystym rachunku lambda. To juz wystarczy,
by wyrazi¢ wszystko, co jestedmy w stanie zaprogramowac.
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