Oto intrygujaca wlasnosé:

po hg-sortowaniu dowolnej
hi-posortowanej tablicy pozostaje
ona nadal hi-posortowana. Kazda
hi-posortowana i hs-posortowana
tablica jest tez (a1hi + azhs)-
-posortowana dla wszystkich
catkowitych nieujemnych a; i as.

Zlozono$é pesymistyczna algorytmu
Shella wiaze si¢ z liczbami Frobeniusa.
Dla danych catkowitych hi,..., hy

o najwiekszym wspdlnym

dzielniku 1 liczba Frobeniusa

g(h1, ..., hy) to najwicksza liczba
calkowita nieprzedstawialna w postaci
arthy 4+ ... 4+ anhy przy ai,...,an

calkowitych nieujemnych. Gdy n = 2,

g(hi,h2) = (h1 — 1)(he — 1) — 1. Wzory

na g(hi, ha, hg) sa skomplikowane. Dla
n > 3 nie znamy ogdélnych wzoréw na
liczby Frobeniusa, ale potrafimy je
wyznaczaé algorytmicznie.

O sortowaniu Shella
Marcin CIURA®

Sortowanie przez proste wstawianie polega na tym, ze elementy sortowane dzieli si¢
na czes¢ posortowana i nieposortowana. We wlasciwe miejsca czedci posortowanej
wstawia sie przylegajace do niej elementy czesci nieposortowanej. W ten sposéb
czesé¢ posortowana rosnie od jednego do wszystkich elementow. Przyktad:
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Ten prosty pomyst stwarza jednak ogromne mozliwosci.

W 1959 roku Donald Shell opublikowal pierwszy algorytm sortowania, ktéry
zarazem mial zlozono$é czasows potencjalnie nizszg niz kwadratowa i dziatal
w miejscu, czyli bez osobnej tablicy na wynik. Kolejne przebiegi algorytmu
noszacego jego nazwisko polegajg na sortowaniu przez proste wstawianie elementéw
oddalonych o ustalona liczbe miejsc h, czyli na tak zwanym h-sortowaniu.

Ponizej zilustrowano przebieg sortowania metoda Shella z odstepami 5, 3, 1.
Pierwszy przebieg, czyli 5-sortowanie, sortuje osobno zawartos¢ kazdego

2 fragmentow (a1, ag, a11), (az,ar,a12), (as,as), (a1,as), (as,aro), na prayklad
fragment (a1, ag,ar1) zmienia z (62,17,25) na (17,25,62). Nastepny przebieg,
czyli 3-sortowanie, sortuje zawarto$é fragmentéw (aq,aq, az, ayo), (as,as,as, ai1),
(as, ag, ag,arz). Ostatni przebieg, czyli 1-sortowanie, to zwykle sortowanie przez
proste wstawianie calej tablicy (aq,...,a12).

ay a2 a3 a4 as asg ay ag a9 G0 A1 @12

dane wejéciowe: 62 83 18 53 07 17 95 86 47 69 25 28
po 5-sortowaniu: 17 28 18 47 07 25 83 8 53 69 62 95
po 3-sortowaniu: 17 07 18 47 28 25 69 62 53 83 86 95
po l-sortowaniu: 07 17 18 25 28 47 53 62 69 83 86 95

Zauwazmy, ze fragmenty tablicy, na ktérych operuje algorytm Shella, sa
z poczatku krotkie, a pod koniec prawie uporzadkowane. Oba te przypadki
sprzyjaja sortowaniu przez proste wstawianie.

Kazdy ciag odstepéw zakonczony jedynka prowadzi do poprawnie sortujacego
algorytmu, ale ich zachowanie na tyle si¢ rézni, ze wlasciwiej byloby moéwié

o algorytmach Shella niz o jednym algorytmie. W tabeli na nastepnej stronie
zestawiono wiekszo$¢ dotychczas opublikowanych propozycji ciagéw odstepéw.
Niektore z tych ciagéw maja malejace wyrazy zalezne od N, czyli rozmiaru
sortowanej tablicy. Inne to rosnace ciagi nieskonczone, z ktérych nalezy wziaé¢
w odwrotnej kolejnoéci wyrazy mniejsze od N.

Jiang, Li i Vitanyi podali dolne ograniczenia na rzad sredniej ztozonosci
m-przebiegowego sortowania Shella: Q(mN+1/™) przy m < logy N i Q(mN)
przy m > log, N. Zatem algorytm Shella ma szanse dziala¢ w $rednim

czasie rosnacym jak N log N tylko z ciagami o liczbie odstepow rosnacej
proporcjonalnie do logarytmu dlugoéci sortowanych tablic. Nie wiadomo jednak,
czy taki optymalny rzad zlozonosci sredniej jest w ogdle osiagalny. Wiadomo
natomiast, ze zlozonosé pesymistyczna jest wyzszego rzedu: Poonen, Plaxton

i Suel dowiedli, ze roénie ona co najmniej jak Q(N log® N/(loglog N)?).

Gdy wniknaé¢ w szczegoly, luki w naszej wiedzy o algorytmie Shella okazuja

sie tak duze, ze $mialo mozna go nazwac¢ najbardziej tajemniczym sposréd
wydajnych algorytmow sortowania. Ztozonosé pesymistyczna umiemy okreslaé
zaledwie dla kilku klas ciagéw odstepéw. O Sredniej liczbie operacji mamy tylko
niepraktyczne wyniki: Espelid wyznaczyl ja przy odstepach réwnych kolejnym
potegom dwdjki, Knuth rozpracowal sortowanie z dwoma przebiegami, Yao,

*Instytut Informatyki, Politechnika Slaska a potem Janson i Knuth — sortowanie z trzema przebiegami. Na podstawie
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Zestawienie propozycji ciagéw odstepow w algorytmie Shella

rzad zlozonosci

wyraz ogélny ciagu (k > 1) konkretne odstepy pesymistyczne] autor i rok publikacji
|N/2F | A | O(N?) [gdy N =2P]  Shell, 1959
2| N/2k+1 ] +1 214 +1,...,3,1  OWN¥?) Frank, Lazarus, 1960
2k 1 1,3,7,15,31,63, ... ©O(N3/2) Hibbard, 1961
2F+1 na poczatku 1 1,3,5,9,17,33,65, ... O(N3/?) Papiernow, Stasiewicz, 1965
kolejne liczby postaci 2P34 1,2,3,4,6,8,9,12, ... O(nlog®N) Pratt, 1971
(3% —1)/2, nie wigksze niz [N/3] 1,4,13,40,121, ... O(N3/2) Knuth, 1973
4k +3.2F1 4 1, na poczatku 1 1,8,23,77,281, ... O(N*/3) Sedgewick, 1982

I a, 1,3,7,21,48,112,... O(NeV3mG/DWN)  neerni Sedgewick, 1985
gi‘ifi = |V/2k + VZE), g # (2 +1)/2) —k, ag=min{n €N: n > (5/2)7, Vp: 0< p < ¢ => nwd(ap,n) = 1}
9(4k—t —2k=1y 41, 4kl 6.2k 41 1,5,19,41,109 O(N*/3) Sedgewick, 1986
hy = max{|bhy_1/11],1}, hg = N L%j, L% L%H, o1 ? Gonnet, Baeza-Yates, 1991
= 1,4,9,20,46,103, ... ? Tokuda, 1992
nieznany 1,4,10,23,57,132, ... ? Ciura, 2001

do$wiadczen odgadnieto jeszcze, ze $redni czas dzialania algorytmu z ciagami
Hibbarda i Knutha jest rzedu N°/4, a z ciagiem Gonneta i Baezy-Yatesa —
rzedu N(3 + Inln N)log N, ale aproksymacje $redniej liczby operacji czynione
kiedys dla innych ciagdéw zawodza przy tablicach liczacych miliony elementéw.
Zauwazono tez, ze $rednio najmniej porownan elementéw potrzeba, gdy
ilorazy kolejnych odstepow leza z grubsza miedzy 2,2 a 2,3 — dlatego ciagi
Gonneta i Baezy-Yatesa o ilorazie 2,2 i Tokudy o ilorazie 2,25 sprawdzaja sie
w praktyce — ale nie umiemy wyjasni¢, dlaczego minimum przypada wtasnie
w tym miejscu.

W sortowaniu szybkim mozna stosowaé¢  Qczywiscie, ciagi odstepow okreslone tak prostymi wzorami stanowia znikoma
algorytm Shella do krétkich podtablic,  cz6d¢ wszystkich mozliwosci. Ze wzgledu na liczbe préb, ktére trzeba by
a takze wtedy, gdy glebokoséé rekurencji k , . lezieni ¢t ‘leps . d lo si
prackroczy zadany limit, aby zapobiec wykonac, empiryczne znalezienie po prostu najlepszego ciagu wydawalo sie
patologicznemu spowolnieniu sortowania. niemozliwe nawet dla niewielkich tablic. Poszukiwanie ciagéw optymalizujacych
Dziala tak, na przyklad, popularny Srednia liczbe operacji mozna jednak znacznie przyspieszy¢ dzieki analizie
kompresor bzip2. .. P L .
sekwencyjnej, gdzie, inaczej niz w zwyklych metodach statystycznych, liczba
prob z danym ciagiem odstepoéw — czyli zliczen operacji wykonanych przy
sortowaniu losowych permutacji — nie jest ustalona z géry. Wykonuje sie ich
tym mniej, im bardziej jednoznaczne daja wyniki. Dzigki temu mozna szybciej
wykry¢ zarowno ciagi, z ktérymi sortowanie dziala szybko, jak i te, z ktérymi
dziata wolno.

7 testow dla nieduzych tablic wynika, ze $rednig liczbe przestawien elementéw
minimalizuje ciag Pratta {2737}, a $rednia liczbe ich poréwnan — ciagi

w przyblizeniu geometryczne. Skupimy sie na poréwnaniach, bo to ich

liczba jest proporcjonalna do czasu dzialania rzeczywistych programoéw.

Od rozmiaru tablicy zalezg wieksze odstepy najlepszych ciaggéw, ale nie ich
poczatki — wszystkie dobre ciagi zaczynaja sie odstepami (1,4, 9), (1,4, 10),
(1,4,13) lub (1,5,11), a optymalne wartosci kolejnych odstepéw ustalaja sie
w miare wydtuzania sortowanych tablic. Dlatego poszukiwania mozna jeszcze
skrocié przez rozpatrywanie tylko ciagéw o niektoérych poczatkach. W testach
prowadzonych dla tablic liczacych do kilku tysiecy elementéw znaleziono wiele
wydajnych ciagéow o zblizonej $redniej liczbie poréwnan elementow, sposrod
ktérych mozna poleci¢ na przyklad ciag 1, 4, 10, 23, 57, 132, 301, 701.
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Ponizszy wykres przedstawia $rednia liczbe poréwnan elementéw w réznych
wariantach sortowania Shella, dzielona przez teoretyczne minimum, czyli log, N

Aby wykonaé ten wykres, do ciggu 22— T ~Pr7,1,
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Jak widaé, stosowanie tak zoptymalizowanych ciggéw odstepow daje znikomy
zysk, ale ciekawg i niewyjasniona kwestia pozostaje, dlaczego ich wyrazy
przyjmuja takie, a nie inne wartosci oraz czy mozna je okresli¢ jawnym wzorem.

Lamigléwki bitowe

Jak pamietamy, komputery operuja na bitach
(przyjmujacych wartosci 0, 1), ale zwykle

nie przetwarzaja ich pojedynczo, lecz wigkszymi
grupami, np. stowami 8-, 16-, 32- czy 64-bitowymi.
Procesory i jezyki programowania, poza standardowymi
operacjami arytmetycznymi na liczbach catkowitych

(+, —, - itp.), udostepniaja tez operacje bitowe. Dzialaja
one tak, jakby 0 bylo wartoécia logiczna falsz, a 1 —
prawda. Na przyklad AND (koniunkcja) dziala tak:

0ANDO=0AND1=1AND0=0, 1AND1=1.

Z kolei OR (alternatywa) daje wynik 1, gdy cho¢ jeden
z argumentow jest jedynka. Negacja NOT zamienia
zera na jedynki i odwrotnie, zas XOR (od eXclusive
OR — alternatywa wykluczajaca) daje wartosé 1, gdy
jej argumenty sa rozne:

0XOR0=1XOR1=0, 0XOR1=1XOR0=1.

Operacje te stosuje si¢ zwykle nie do pojedynczych
bitow, ale do catych stéow, bit po bicie. Jedli, na
przyktad, pracujemy na liczbach o$miobitowych, to:
28 XOR 11 = 00011100 XOR 00001011
= 00010111 = 23.
Te wszystkie wyjasnienia sg po to, aby Czytelnik mogt

przystapi¢ do zadan, w ktorych przydadza sie zaréwno
operacje bitowe, jak i arytmetyczne.

rozwigzania w numerze

1. n-bitowa liczba calkowita moze reprezentowac
podzbidér zbioru n-elementowego: i-ty bit jest réwny 1,
gdy i-ty element nalezy do podzbioru, a 0 w przeciwnym
razie. Jak w tej reprezentacji oblicza¢ czes¢ wspolna

i sume dwbch podzbioréw? A dopelnienie zbioru?

2. Sprawdz, ze (a XOR b) XOR b = a dla dowolnych
liczb a i b (to niezwykle uzyteczna wlasnosé!). Kiedy
a XORb =107

3. Mamy dwie zmienne a i b, ktérych wartosci chcemy
zamieni¢ miejscami. Zwykle napisalibysmy

tmp :=a, a:=b, b:= tmp.
A jak poradzi¢ sobie bez pomocniczej zmiennej?

4. Autor Teorii Wszystkiego zapisal swoja teorig¢ w pliku
i chce go przekaza¢ dwém osobom tak, aby zadna z nich
nie mogta poznaé¢ ani rabka tajemnicy, ale aby obie
razem mogly odtworzy¢ caly plik i poznaé sekret. Jak

to zrobi¢? Wskazoéwka: mozna zaczaé¢ od wygenerowania
losowego ciagu bitéw o dlugosci takiej jak caly plik.

5. Napisz pojedyncza instrukcje, ktora sprawdzi, czy
dana liczba a jest potega dwdjki.

6. Napisz instrukcje obliczajaca maksymalna potege
dwojki, ktora dzieli dana liczbe a.

7. Jak wyznaczy¢ liczbe elementow zbioru,
reprezentowanego jak w zadaniu 1, wykonujac liczbe
operacji proporcjonalng do tej liczby elementéw?

Zebrali M.A. ¢« F.W.



