O pozytku z obrotéow

Izometria plaszczyzny euklidesowej nazywamy takie
odwzorowanie tej plaszczyzny w siebie, ktore nie zmienia
odleglosci miedzy punktami. Obroty, przesuniecia lub
symetrie osiowe to najprostsze przyklady izometrii.
Wéréd wszystkich izometrii mozemy wyréznié te, ktore
nie zmieniajg orientacji plaszczyzny, sa to tzw. izometrie
parzyste. Okazuje sie, ze jedynymi izometriami parzystymi
sq obroty lub przesuniecia.

7 tego stwierdzenia wynika w szczego6lnosci, ze
zlozeniem dwdéch obrotéw (o niekoniecznie jednakowych
srodkach) jest obrét lub przesuniecie, bowiem zlozenie
dwodch izometrii parzystych jest izometria parzysta.
Mozna udowodnié¢ nieco doktadniejsza zaleznosé: Jesli
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przez RS oznaczymy obrét wokol punktu X o kat o
(w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara),
a przez T, przesuniecie o wektor v, to

(1) R} o RS =T,

gdy a + [ jest catkowita wielokrotnoscia kata 360°, oraz
dla pewnego punktu C

(2) R? o R§ = RSP,

w przeciwnym przypadku.

W niniejszym artykule nie bedziemy dowodzié
tych réwnosci. Pokazemy natomiast, jak mozna
je wykorzystaé¢ do odkrywania ciekawych, czesto
nieoczywistych zaleznosci geometrycznych.

Przyktad 1. Na bokach trojkgta ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie
trajkaty rownoramienne BCX, CAY, ABZ, przy czym BX = XC, CY = YA,
AZ = ZB (rys. 1). Niech

a=<IBXC, [=<xCYA,
Wowczas jesli o+ 8+ = 360°, to miary katow trojkata XYZ przy wierzcholkach
X, Y, Z wynoszq odpowiednio %a, %ﬂ, %’y,

v =<XAZB.

Rozpatrzmy odwzorowanie R}, o R’f, o R%. Poniewaz a + 3+ v = 360°, wiec

zgodnie z powyzszym stwierdzeniem zlozenie to jest przesunieciem T, o pewien

Rys. 1

wektor v. Ponadto RS (B) = C, R}B, (C) = A oraz R),(A) = B, skad wynika, ze

T,(B) = B. Przesunigcie T, ma wigc punkt staly B, wobec czego T, musi by¢

identycznoscia.

Rys. 2

7Z przykltadu tego bezposrednio wynika kilka stynnych
twierdzen lub znanych zadan. Jednym z nich jest tzw.
twierdzenie Napoleona: Srodki trojkatow rownobocznych
zbudowanych na bokach dowolnego tréjkata (po jego
zewnetrznej stronie) sq wierzcholkami tréjkgta
réwnobocznego. Dla dowodu wystarczy w powyzszym
przykladzie przyja¢ o = 8 = vy = 120°.

Przesledzmy zatem kolejne potozenia obrazu punktu X przy rozpatrywanym
zlozeniu (rys. 2). Oczywiscie, RS (X) = X, dalej oznaczmy przez U punkt
Re (X). Wtedy XY =UY oraz <XYU = 3. Rozpatrywane zlozenie jest
identycznoscia, a wigc musi byé spelniona zaleznosé R}, (U) = X. To z kolei
oznacza, ze XZ = UZ oraz < XZU = 1.

W efekcie uzyskujemy przystajace tréjkaty XYZ i1 UYZ (cecha bok-bok-bok),
przy czym X XY U = § oraz < XZU = ~. Stad otrzymujemy X XYZ = %ﬁ oraz
IYZX = %'y, a zatem rowniez < ZXY = %a. To konczy dowdd.

Inna ciekawa zaleznosé geometryczna uzyskujemy,
przyjmujac a = = 90° oraz v = 180°: Srodki kwadratéw
zbudowanych na dwdch bokach dowolnego trojkata

(po jego zewnetrznej stronie) oraz Srodek trzeciego boku
tego trojkqta sq wierzchotkams tréjkata prostokgtnego
rOWNOTAMIENNEGO.

Kagtem skierowanym miedzy prostymi k i | nazywamy taki kqt, o jaki nalezy
obrécic prostg k (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara), aby
uzyskaé prostg réwnolegla do prostej . Kat ten oznaczamy symbolem < (k,1).

Warto zwroéci¢ uwage, ze jest on wyznaczony z dokladnoscia do 180°,

B
W, w przeciwienstwie do kata skierowanego miedzy potprostymi, ktéry jest
wyznaczony z doktadnoscia do 360°.
c Pojecie kata skierowanego miedzy prostymi mozna wykorzysta¢ do opisu
konstrukeji punktu C' spelniajacego zaleznosé (2). Okazuje sie bowiem, ze
Rys. 3 punkt C' jest wyznaczony przez nastepujace warunki (rys. 3 1 4)
3) %(CA,AB) = orax %(AB,BC) = §~
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7 zaleznodci tych, ktére takze pozostawimy bez dowodu, bedziemy korzystaé
w kolejnych przyktadach.



Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Przyktad 2. Na bokach AB, BC, CD, DA czworokgta
wypukiego ABCD zbudowano po jego zewnetrznej stronie
kwadraty o srodkach odpowiednio K, L, M, N. Wéwczas
odcinki KM i LN sq prostopadle i réwnej dlugosci (rys. 5).

Rozpatrzmy odwzorowanie R o R o R o RYY".
Zgodnie ze wzorami (1) i (2) odwzorowanie to jest
przesunieciem T,. Z drugiej strony, punkt A jest
punktem stalym tego odwzorowania, skad bezposrednio
wnioskujemy, ze T, jest identycznoécia.

Niech P bedzie takim punktem, ze < (PK, KL) =
= (KL, LP) = 45° (rys. 6). Podobnie, niech @ bedzie
takim punktem, ze < (QM, MN) = <(MN,NQ) = 45°.
Wéwcezas wykorzystujac zaleznosci (2) i (3), uzyskujemy

RY o RY" = REY oraz RY oRYY = RlQSOO.
Wobec tego ztozenie Rgoo o R jest identycznodcia,
co z kolei oznacza, ze

R}DSO — RéSO ,

czyli P = Q. Pozostaje zauwazy¢, ze obrét wokot
punktu P o kat 90° przeprowadza odcinek LN na

odcinek KM, skad wynika, ze odcinki te sa prostopadle
i rownej dhugosci.

Oba przyklady stanowiag znakomita ilustracje tego, jakie
mozliwoéci daje twierdzenie o sktadaniu obrotow. Mozna
jednak odnies¢ wrazenie, ze stosuje si¢ ono jedynie

tam, gdzie pojawiaja sie trojkaty réwnoramienne:

wtedy w naturalny sposéb mozemy wybraé¢ zaréwno
srodek, jak i kat obrotu. Na koniec pokazemy przyktad,
w ktérym nie wystepuja tréjkaty réwnoramienne,

a mimo to mozna efektywnie wykorzystaé¢ wzory (1)—(3).

Przyklad 3. Punkt P leiy wewngtrz czworokgta wypukiego ABCD), przy czym

XAPB + <CPD = 180°.
Niech a, b, ¢, d, bedg odpowiednio obrazami prostych PA, PB, PC, PD
w symetriach wzgledem dwusiecznych kgtéw <X DAB, < ABC, < BCD, <CDA
(rys. 7). Wéwczas proste a, b, ¢, d przecinajq sie w jednym punkcie.
Przyjmijmy o = <(PA, AB), 8 = <(AB, BP), v = <(PC,CD), § = <(CD, DP)
oraz rozpatrzmy odwzorowanie R% o RQ(;Y ° R%ﬂ o R%* (rys. 8).
Ze wzoréw (2) i (3) wynika, ze odwzorowanie to jest réwne RQPA’H‘s o R?,QJFM.
7Z kolei z zalozenia X APB 4+ <CPD = 180° wnioskujemy, ze

a+f+vy+4d=180°.

Wobec tego rozpatrywane zlozenie jest identycznoécia.
Zatem identycznoscia jest takze przeksztalcenie R? o R%ﬁ oR¥o R%S
(korzystamy tu z prostego faktu, ktéry méwi, ze jesli dla bijekcji f i g
odwzorowanie f o g jest identycznoscia, to takze odwzorowanie g o f jest
identycznoscia).

Niech @ bedzie punktem przeciecia prostych a i d, a S punktem przeciecia
prostych b i c. Wowcezas wykorzystujac zaleznosci (2) i (3), wnioskujemy, ze

R% o R% = RQQ‘HQ'JK oraz R o RY} = RYT.
Wobec tego Réﬁ . Ré‘“+26 jest identycznoscia, czyli
2842y _ p—28-2y
Ry =R, .

Stad uzyskujemy @ = S, co oznacza, ze proste a, b, ¢, d przecinaja sie w jednym
punkcie.
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