O pani Kowalskiej, jej mierze i losowym spacerze
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Rozwigzanie zadania M 1222.
. o _b

Oznaczmy: z = ¢, y = ¢,

liczba = 4+ y + z jest calkowita oraz

zyz = 1. Réwniez liczba

zy + yz + zx 1 1

_— +

zy +yz+zx=

Yz z Yy

jest catkowita.

Rozpatrzmy wielomian

3 2

ft)y=t"—(z+y+2)t" +

+ (zy + yz + za)t — zyz.
Wielomian ten ma wspoétczynniki
catkowite oraz wymierne pierwiastki
x, y, z. Ponadto wspélczynnik przy t°
jest réwny 1, a wyraz wolny wynosi —1.
‘Wobec tego pierwiastkami wymiernymi
wielomianu f mogg by¢ jedynie liczby
1 lub —1. Zatem |z| = |y| = |z| = 1, skad
bezposrednio uzyskujemy teze.

z = 2. Wtedy
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Andrzej WALAT

Na poczatek wyjasnienie. W tytule chodzi o te pania Kowalska, z ktéra
romansowal nasz wielki poeta Adam Mickiewicz. Pisal on, jesli dobrze
zapamietatem szkolne lektury, ze czucie i wiara przemawiaja do niego silniej
niz medrca szkietko i... miara. Z pewnoscig wolal mie¢ do czynienia z zywa
pania Kowalska niz z jej miara. Ale réznice miedzy obiektem i jego miarg
wystepuja takze w wielu innych przypadkach. Zajmijmy sie, na przyklad,
spacerem losowym bedacym przedmiotem zainteresowania fizykow, poniewaz
jest to model waznych zjawisk fizycznych. W Feynmana wykladach z fizyki

jest to temat rozdziatu 6 t. 1 cz. 1 pt. Prawdopodobieristwo. Spacer zaczyna si¢
od ustawienia pionka na osi liczbowej w punkcie 0, nastepnie krok po kroku
rzucamy monete i zaleznie od wyniku przesuwamy pionek o jedna jednostke

w kierunku dodatnim albo ujemnym. Co mozemy powiedzie¢ o takim ruchu?
Feynman w paragrafie 6.3 stawia pytanie: Jak daleko $rednio biorac oddali sie
pionek od punktu wyjscia po n ruchach, czyli jaka bedzie $rednia wartosé |D,,|?
I od razu stwierdza ,Wygodniej nam jednak bedzie oblicza¢ inna wielko$é, ktora
mozna uwazaé za miare odchylenia, mianowicie kwadrat przesuniecia |D,,[?”.
Po czym nastepuje piekny dowdd prostego wzoru: (D?) = n i w konsekwencji,
za miare $redniego odchylenia przyjmujemy D¢, = /1.

W terminologii rachunku prawdopodobienstwa ta miara nazywa si¢ odchyleniem
standardowym. Proponuje, zeby$my od tej chwili, troche inaczej niz

w podreczniku Feynmana, symbolem Dy, oznaczali Srednie odchylenie,

a symbolem o jego miare — odchylenie standardowe. Pozostaje ciagle otwarte,
niewygodne pytanie: jak bardzo rézni sie tak obliczona miara $redniego
odchylenia (czyli odchylenie standardowe) od faktycznej sredniej wartosci
odchylenia, czyli od $redniej wartosci |D,,|? Nie znamy prostego wzoru,

ale mozemy poszukacé innego sposobu — na przyktad napisa¢ procedure
obliczania $redniego odchylenia. Sprobujmy. Rysunek przedstawia trojkat liczb.
Nazwijmy go STP, poniewaz jest on ,sklejeniem” dwéch polowek trojkata
Pascala. Liczby w wierszu n méwia, ile réznych wynikéw sekwencji n rzutéw
moneta prowadzi do okreslonej wartosei |D,,|. (Wiersze, tak jak w trdjkacie
Pascala, numerujemy od géry w dél, zaczynajac od zera). Na przyklad |Dy|

— odchylenie od 0 po czterech krokach — moze mie¢ wartosé 0, 2 lub 4. Do takich
odchylen prowadzi odpowiednio 6, 8 oraz 2 spoéréd 16 réznych wynikéw
sekwencji czterech rzutéw moneta. Po podzieleniu [6 8 2] przez 16 otrzymujemy
liste [0.375 0.5 0.125] okreslajaca rozktad prawdopodobienstwa zmiennej |Dy.
Srednia wartoé¢ |Dy| jest réwna iloczynowi skalarnemu:

[024]-[0.375 0.5 0.125] = 1.5,
tak wiec Dg. = 0.750.

A jak to jest dla wigkszych n? Zauwazmy, ze wiersz STP o numerze n = 2k jest
sumg swego rodzaju przesunie¢ w lewo i w prawo wiersza o numerze 2k — 1. Na
przyktad,

[682]=1[062]+1[620],

[20 30 12 2] = [0 20 10 2] + [20 10 2 0).

Kazdy wiersz o numerze nieparzystym n = 2k + 1 mozna otrzymac przez
zsumowanie przesunie¢ wiersza o numerze 2k i zastapienie pierwszych dwéch
wyrazow ich suma. W bardzo podobny sposéb mozna obliczaé rozktady
kolejnych zmiennych |D,,| (wyniki identycznych operacji dzielimy dodatkowo
przez 2). Funkcje, ktéra majac dwie dane: liczbe naturalng n oraz rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej |D,,|, wyznacza rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej | D, 11|, mozna zdefiniowaé¢ w Logo w nastepujacy sposéb.

czwarty wiersz
szOsty wiersz

oto next :n :rpn
wynik (jezeli reszta :n 2 =0 [spr :rpn] [redukt spr :rpn]) / 2
juz

20



Rozwigzanie zadania M 1223.
Proste M N i AC sa réwnolegte, wiec
tréjkaty PQC i1 SQN sa podobne.
Ponadto PC = QC, skad uzyskujemy
SN = QN.
Niech a = BC, b = CA, ¢ = AB oraz
oznaczmy p = (a + b+ ¢)/2. Wtedy

SN =QN = BN — BQ =

a b—c

=S ="

A zatem
MS =MN — SN =
b b—c c
= - — =—-=AM.
2 2 2
Stad {CAS = S ASM = S MAS, co

nalezalo wykazac.
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Rozwigzanie zadania F 727.
Wazenie ciala zanurzonego w wodzie
daje wynik rowny réznicy sit ciezkodci
i wyporu:

P1 = Q — Fy wody,
gdzie P = 0,85 N, Q = mg,
a Fy wody = Pwody Vg Analogicznie,
po zanurzeniu w nafcie mamy:

Py = Q — Fynafty-

Dzielac powyzsze réwnania stronami, oraz
podstawiajac p = m/V, otrzymujemy:

Pi_ p— puoay

Py p— puasty
i stad:
= P2pwody — Py Pnafty
Po wstawieniu warto$ci liczbowych
(Pnafty =~ 800 kg/m?) otrzymujemy
szukana gesto$¢ ciata p ~ 2700 kg/m3
— prawdopodobnie jest ono zbudowane
z aluminium.

Wystepujace w tej definicji funkcje pomocnicze spr (suma przesuniec)
oraz redukt definiujemy w nastepujacy sposob.

oto spr :lista
wynik (nap O :1lista) + (nak O :lista)
juz

oto redukt :lista
wynik nap (element 1 :lista) + (element 2 :lista) bp bp :lista
juz

Mozemy teraz zdefiniowaé funkcje, ktéra dla n > 0 wyznacza rozktad |D,,|.

oto rozktad :n

niech "r [1]

powtérz :n [przyp "r next npw :r]
wynik :r

juz

Zdefiniujemy jeszcze funkcje, ktéra wyznacza liste wartodci zmiennej |D,,|.

oto wartosci :n

niech "el reszta :n 2

niech "w (lista :el)

powtérz ilorazc :n 2 [przyp "el :el + 2 przyp "w nak :el :w]
wynik :w

juz

I wreszcie funkcje, ktéra daje warto$é érednia | D,,|, obliczajac odpowiedni
iloczyn skalarny.

oto Srednia :n
wynik ilSkal wartosci :n rozktad :n
juz

oto ilSkal :wl :w2

niech "il 0

niech "d dtugos¢ :wl

powtérz :d [przyp "il :il + (element npw :wl) * (element npw :w2)]
wynik :il

juz

Teraz po napisaniu polecenia powtérz 10 [ps (Srednia npw * npw) / npw]
otrzymamy stosunek wartosci sredniego odchylenia Dg. do odpowiedniego
odchylenia standardowego o dla dziesieciu kolejnych liczb kwadratowych.

.75

.820313
. 785522
.805901
. 792364
.801966
LT94774
.800351
.795892

O O O O O O O O O

Dla setnej liczby kwadratowej n = 10000 mamy Dg, ~ 79.7865 ~ 0.79790.

Okazalo sie, ze w przypadku spaceru losowego odchylenie standardowe jest

miarg $redniego odchylenia troche na wyrost. Suknia uszyta dla pani Kowalskiej

wedlug takiej miary bylaby na nia za luzna.
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