Wszystko jest funkcja

Nie kazdy sposob programowania polega na wydawaniu
komputerowi polecen. Jak mozna inaczej konstruowaé
algorytmy? W tym artykule przedstawimy przejscie
przez programowanie funkcyjne do rachunku lambda.

Na poczatek rozwazmy prosty program, obliczajacy
silni¢ danej liczby naturalnej n:

wynik =1

while n > 0 do
wynik = wynik xn
n:=n-—1

Dla kazdego, kto ma pewne obycie z programowaniem,
powyzszy kod jest zrozumialym i naturalnym sposobem
obliczania n!. Taki sposob pisania programéw nazywamy
programowaniem imperatywnym.

Jednak jesli sie nad tym zastanowié¢, to postepujemy
tu w sposéb sztuczny. Po co méwié komputerowi,
jakie ma wykona¢ operacje, by wyliczy¢ silnie —
lepiej powiedzie¢ mu, czym silnia jest. Stad rodzi si¢
alternatywne podejscie do programowania:

function silnia(n) =
if n =0 then
1
else
n * silnia(n — 1)

Takie podejscie nazywamy programowaniem
deklaratywnym. Zamiast opisywaé operacje i ich
kolejno$é¢, definiujemy pojecia matematyczne (liczby,
funkcje, ...). Zauwazmy, ze zdefiniowana powyzej
funkcja silnia nie zwraca wartodci (na przyklad
poleceniem return), tylko jest wartoscia. Jesli
spojrzymy na matematyczng definicje n!, okaze sie, ze
jest to wladciwie to samo, tylko zapisane symbolami,
zamiast slowami:

gdy n =0,
gdy n > 1.

Jesli dany jezyk programowania
funkcyjnego (oznaczmy go F) udostepnia
rozsadny zbiér typéw danych (liczby,
listy, drzewa, ... ), to wszystkie
programy, jakie da si¢ napisa¢ w spos6b
imperatywny (na przykltad w jezyku
C czy Pascalu), da sie réwniez napisaé
funkcyjnie w F. Przykladem takiego
jezyka funkcyjnego jest OCaml.
funkecyjnie:

Michat SKRZYPCZAK ™

*student,

Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jeszcze inny przyklad:

let nwd a b =
if b = 0 then
a
else
if a > b then
nwd (a —b) b
else
nwd a (b—a)

Szczegdlnym rodzajem programowania deklaratywnego
jest programowanie funkcyjne. Zakladamy tam, ze
funkcje sa réwnie dobrymi wartosciami, jak na przyktad
liczby, a wiec moga by¢ argumentami i warto$ciami
innych funkcji. Mozemy, na przyktad, napisa¢:

letfrxy = 2-y+1

definiujac tym samym funkcje, ktora bierze argument
x i zwraca funkcje o jednym argumencie y i wartosci
zy + 1. Takiej funkcji mozemy podaé argumenty:

leta= f27

co nazywamy aplikacjg. W efekcie wartoscia a bedzie 15.
Mozemy tez podaé tylko pierwszy argument:

letg= f3

(tzw. czeSciowa aplikacja), definiujac tym samym nowa
funkcje g, ktérej matematyczny zapis to g(y) = 3y + 1.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zdefiniowa¢ funkcje,
ktorej zadaniem jest sktadanie funkcji dostarczonych
jako argumenty:

let compose f g =
function x — f (g 2)

Tutaj uzyliSmy konstrukcji zwanej funkcjg nienazwang.
Korzystajac z poprzednich definicji, mozemy, na
przyktad, napisac:

let h = compose (function z — 12-z) (f 3)

Jak wida¢, otrzymaliSmy w ten sposob funkcje
h(y) =12- (3y +1).

Warto w powyzszych przyktadach samodzielnie przeliczy¢, jak dziataja
zdefiniowane funkcje i czy zwracaja dobre wyniki. Zauwazmy, ze definicja
funkcji nwd jest rekurencyjna. Okazuje sie, ze za pomoca rekurencji mozna
realizowa¢ wszelkie znane z programowania imperatywnego petle.

Sprobujmy teraz wyekstrahowaé z programowania funkcyjnego sama jego istote
i przyjrzeé sie blizej, co naprawde powinnismy umieé¢ zrobié¢, aby programowaé

e Zdefiniowaé funkeje, ktéra dla argumentu x obliczy jakas wartosé e (zalezna
od z). Oznaczamy taka konstrukcje symbolicznie Az.e.

e Obliczy¢ wartosé funkcji f dla jakiego$ argumentu y. Te czynnos$é nazywamy
aplikacjq (funkcji) i zapisujemy f y.

e Operowacé na jakichs typach danych, powiedzmy, liczbach naturalnych.
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Jest to po prostu jeszcze jedna notacja.
Mozna napisa¢ f(z)(y) = z + y, mozna:

letfzy = z+vy,

a odpowiednie wyrazenie w rachunku
lambda ma postadé:

f = Az y.z+y.
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Od tego miejsca zakltadamy, ze wyrazenia
logiczne w jezyku arytmetyki, takie jak
na przyklad a < 3, ,wyliczaja si¢” do
zdefiniowanych obok lambda-wyrazen
true i false. Na przyktad:
((021) Azx+1) Ae.x+2) 7=
(false (Az.x + 1) (Az.x +2)) 7=
((Aer.Xez.e2) (Az.x+1) Ar.x+2)) 7=
(Az.x+2)7=09.

Rozwigzanie zadania M 1219.
Zauwazmy, ze f(x) = (x + 6)% — 6.
Zatem podstawiajac f(x) w miejsce z,
uzyskujemy f(f(z)) = (z + 6)* — 6.
Kontynuujac, otrzymujemy
FUSES@))))) = (z +6)* —6.
Zatem jedynymi rozwigzaniami danego
réwnania sg liczby * = —6 + /6.

Wyrazenia powstale z powyzszych konstrukcji bedziemy nazywadé
lambda-wyrazeniami. Przyklad najprostszego z tych wyrazen to Ax.z. Oznacza
ono funkcje identycznosciowa, ktora bierze jaki$ argument i go zwraca. Wobec
tego (Az.x) 25 = 25.

Funkcjom z poprzedniej strony odpowiadaja nastepujace, bardziej
skomplikowane przyktady lambda-wyrazen:

f=X Xz yx-y+1
compose = Af.A\g.\x.f (g x)

g=13

h = compose (A\z.12-2) g

Rachunek lambda zostal wprowadzony przez Alonzo Churcha i Stephena Cole’a
Kleene’go w latach trzydziestych zeszlego stulecia, z powodéw, o ktorych bedzie
mozna poczyta¢ w nastepnym numerze Delty. Stanowi on formalna podstawe
programowania funkcyjnego.

Pewnych rzeczy nam jeszcze brakuje. Czesto korzystaliSmy z formuly
if-then-else, a nie ma odpowiadajacej jej lambda-konstrukcji. Zastanéwmy sie,
jak mogtaby ona wyglada¢. Instrukcja if ma trzy czesci: wyrazenie logiczne b
oraz dwie klauzule e; i es. Wybor jednej z nich jest uzalezniony od prawdziwosci
warunku b. A zatem warunek logiczny b mégltby by¢ funkcja dwuargumentowa,
swybierajaca’ jeden z dwoch argumentéw do wykonania. Wtedy wartosci
logiczne powinny by¢ zdefiniowane jako:

true = )\61 ./\62.61

false = )\61./\62.62

Teraz formule if b then e; else ey zapiszemy jako lambda-wyrazenie

b €1 €9
W zaleznoéci od tego, czy b jest prawda, czy nie, cale wyrazenie bedzie réwne
e1 albo es. W tym ukladzie jako lambda-wyrazenia mozna tez zdefiniowaé
podstawowe funkcje logiczne:

or = \bj.\by.by true by
and = A\bj.\by.b; by false
not = \b.b false true

W tym momencie mozemy juz bardzo duza klase wartosci (w tym funkcji)
zapisac jako lambda-wyrazenia. Jednak brakuje nam rekurencji. Nie mozna
przeciez wstawi¢ lambda-wyrazenia w nie samo, kazde lambda-wyrazenie musi
by¢ skonczone. Problem ten rozwigzujemy poprzez tzw. operator punktu statego.
Powiedzmy, ze po raz kolejny chcemy zdefiniowaé¢ funkcje silnia, tym razem jako
Tambda-wyrazenie. Mozemy postapi¢ nastepujaco.

o pierwsze, definiujemy funkcje F', ktéra otrzymawszy jako argument funkcje f

czacan! dlan=0,1,2,..., k — 1, zwréci funkcje liczaca n! dla argumentow

=0,1,2,...,k:

F=XAfAn.(n=0)1(mn-f(n-1)).

auwazamy, ze (niezaleznie od tego, czym jest f):
o (F f)n, zwraca n! dla n =0,
o (F (F f)) n, zwraca n! dlan = 0,1,
o (F (F (F f))) n, zwraca n! dlan=0,1,2,
° ...

Warto sprawdzi¢ powyzsze stwierdzenia dla kilku poczatkowych krokéw. Gdyby
udalo nam sie ,nieskoniczenie wiele razy ztozy¢ F”, uzyskaliby$my funkcje
liczaca silnie dla wszystkich liczb naturalnych.
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Obliczymy dla przykladu wartosé
(Y F) 3:

(YF)3=F (Y F)3
=B<DN1Ex(Y F)2)

=3x%(F (Y F)2) Zauwazmy, ze

=3x(2< )12+ (Y 1)) Y

=3x(2x%(F (Y F) 1))
=3+2x (1<) 1Y F)O0))
=3%x2%x1=6=3!

Uwaga: ,nieskonczone ztozenie”

zostalo oczywiscie sprytnie ukryte.

W wyrazeniu na Y wystepuja bowiem
funkcje (z oraz Az. F (z x)), ktére sa
swoimi wlasnymi argumentami. Nie
stwarza to jednak problemu — zwréémy
uwage, ze juz wczesniej wyszliSmy poza
$ciste, matematyczne znaczenie stowa
»funkcja”, nie troszczac sie, na przyktad,
o zdefiniowanie dziedziny: argumentem
funkcji Az.xz moze byé réwnie dobrze
liczba 25, funkcja Ay.2y, jak i jakikolwiek
inny obiekt. W kazdym przypadku
wyrazenie Az.x ma sens i jego wartoscig

jest dostarczony argument. programowania.

Typy i tautologie

Rachunek lambda w swych zalozeniach mial by¢
systemem formalnym lezacym u podstaw calej
matematyki. Dopiero gdy ten program zawiodtl,
wykorzystano powstalty formalizm do zdefiniowania
funkcji obliczalnych. PézZniej okazalo sie, ze po
odpowiednim wzbogaceniu moze stuzy¢ takze swojemu
pierwotnemu celowi. Przyjrzymy sie teraz zwiazkom
rachunku lambda z logika i rozumowaniem.

Wiemy juz, ze lambda-wyrazenie postaci Ax. M
reprezentuje pewna funkcje f(z). Lambda-wyrazenie M
nalezy wtedy interpretowaé jako definicje tej funkc;ji,
czyli po prostu algorytm, ktory ja oblicza. W jezykach
programowania zwykle nadajemy argumentom typy oraz
okreslamy typ wyniku. W jezyku C napisalibySmy np.

int f(int x) { return 5*x; }

definiujac funkcje f : int — int (dla nieprogramistow:
int = Z).

W takim przypadku bedziemy moéwili, ze typem

funkcji f jest int — int. Interesuja nas tutaj tylko takie
wyrazenia, w ktorych wszystkie zmienne sa zwigzane

z pewng lambda, czyli na przyklad Az.\y.y x, ale nie
Ay.y . Poniewaz lambda-wyrazenia sa funkcjami, to
powinnidémy méc im takze nadaé pewne typy.

Wezmy dla przyktadu wyrazenie Ax.x, czyli funkcje
identyczno$ciowa. Argument x w tym przypadku moze
by¢ dowolnego typu. Nazwijmy ten typ «. Typ wyniku
musi by¢ taki sam jak typ zmiennej x, czyli tez a.

W takim razie typem wyrazenia Ax.z jest po prostu
a— a.

Rozwazmy nieco trudniejszy przykiad \y.(Az.x).
Niech y bedzie pewnego typu 3, a = typu a. Wiemy juz,
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Efekt ten uzyskamy za pomoca specjalnego — ,magicznego” lambda-wyrazenia,
nazywanego operatorem punktu stalego:

Y = \F.(\x.F (z z)) (\x.F (z x))

F=0Mz F (z z)) (Az. F (z z))

Czyli mamy to, czego szukaliSmy: Y F jest ,nieskonczenie wiele razy zlozonym
F” | wiec szukang funkcja silnia.

*x Kk Kk

Podsumowujac, zdefiniowaliémy formalny system, w ktorym za pomoca
zaledwie kilku konstrukcji mozemy programowaé. Jednoczesnie daje on poreczna
notacje shuzaca do definiowania i postugiwania sie funkcjami. A dzieki swojej
prostocie pozwala stosunkowo prosto wnioskowac¢ o wlasnoéciach tego jezyka

ze Ar.x ma typ o — «, wiec Ay.(Az.z) bedzie typu
8= (a— a).

Wezmy teraz wyrazenie Az.(Ay.y z). Jedli x jest typu «,
to y musi by¢ funkcja, ktéra przyjmuje argument
typu «a. Nie wiemy, jakiego typu jest warto$é¢ zwracana
przez funkcje y, wiec nazwiemy ten typ 6. W takim
razie y bedzie typu a — 3. W ten sposéb mozemy nadaé
wyrazeniu A\x.(Ay.y x) typ

o= ((a— ) — ).
Jako ¢wiczenie Czytelnik moze sprawdzi¢, ze typem
wyrazenia Az.A\y.Az.(x z) (y z) jest

(@—= (B —=7) = (a=B) = (a =)

Nie kazdemu lambda-wyrazeniu da sie nadacé typ.
Na przyktad wyrazenie Az.z x nie ma zadnego typu.

Zauwazmy, ze jeSli zinterpretujemy ,,—” jako znak
implikacji, to nasze typy stang sie formutami logiki
zdaniowej (czyli takiej, w ktérej nie ma kwantyfikatorow
Vi 3). Okazuje sie, ze wszystkie formuly, jakie
moga w ten sposéb powstaé, sg tautologiami!

W szczegdlnosci nie istnieje lambda-wyrazenie np. typu
(o — B) — B, bo taka formula nie jest tautologia.
Lambda-wyrazenie danego typu 7 mozemy zatem
traktowaé jako dowdd prawdziwosci formuty 7. Daje
nam to ciekawy sposéb dowodzenia, ze dana formuta 7
jest tautologia. Wystarczy znalezé lambda-wyrazenie
M typu 7. Co ciekawe, dla formul zawierajacych
koniunkcje A, alternatywe V oraz kwantyfikatory

Vi d tez istnieja ,rachunki lambda” o takiej

wlasnosci, ze kazda formuta, ktora jest typem jakiegos
lambda-wyrazenia, jest tez tautologia.
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