Obliczymy dla przykladu wartosé
(Y F) 3:

(YF)3=F (Y F)3
=B<DN1Ex(Y F)2)

=3x%(F (Y F)2) Zauwazmy, ze

=3x(2< )12+ (Y 1)) Y

=3x(2x%(F (Y F) 1))
=3+2x (1<) 1Y F)O0))
=3%x2%x1=6=3!

Uwaga: ,nieskonczone ztozenie”

zostalo oczywiscie sprytnie ukryte.

W wyrazeniu na Y wystepuja bowiem
funkcje (z oraz Az. F (z x)), ktére sa
swoimi wlasnymi argumentami. Nie
stwarza to jednak problemu — zwréémy
uwage, ze juz wczesniej wyszliSmy poza
$ciste, matematyczne znaczenie stowa
»funkcja”, nie troszczac sie, na przyktad,
o zdefiniowanie dziedziny: argumentem
funkcji Az.xz moze byé réwnie dobrze
liczba 25, funkcja Ay.2y, jak i jakikolwiek
inny obiekt. W kazdym przypadku
wyrazenie Az.x ma sens i jego wartoscig

jest dostarczony argument. programowania.

Typy i tautologie

Rachunek lambda w swych zalozeniach mial by¢
systemem formalnym lezacym u podstaw calej
matematyki. Dopiero gdy ten program zawiodtl,
wykorzystano powstalty formalizm do zdefiniowania
funkcji obliczalnych. PézZniej okazalo sie, ze po
odpowiednim wzbogaceniu moze stuzy¢ takze swojemu
pierwotnemu celowi. Przyjrzymy sie teraz zwiazkom
rachunku lambda z logika i rozumowaniem.

Wiemy juz, ze lambda-wyrazenie postaci Ax. M
reprezentuje pewna funkcje f(z). Lambda-wyrazenie M
nalezy wtedy interpretowaé jako definicje tej funkc;ji,
czyli po prostu algorytm, ktory ja oblicza. W jezykach
programowania zwykle nadajemy argumentom typy oraz
okreslamy typ wyniku. W jezyku C napisalibySmy np.

int f(int x) { return 5*x; }

definiujac funkcje f : int — int (dla nieprogramistow:
int = Z).

W takim przypadku bedziemy moéwili, ze typem

funkcji f jest int — int. Interesuja nas tutaj tylko takie
wyrazenia, w ktorych wszystkie zmienne sa zwigzane

z pewng lambda, czyli na przyklad Az.\y.y x, ale nie
Ay.y . Poniewaz lambda-wyrazenia sa funkcjami, to
powinnidémy méc im takze nadaé pewne typy.

Wezmy dla przyktadu wyrazenie Ax.x, czyli funkcje
identyczno$ciowa. Argument x w tym przypadku moze
by¢ dowolnego typu. Nazwijmy ten typ «. Typ wyniku
musi by¢ taki sam jak typ zmiennej x, czyli tez a.

W takim razie typem wyrazenia Ax.z jest po prostu
a— a.

Rozwazmy nieco trudniejszy przykiad \y.(Az.x).
Niech y bedzie pewnego typu 3, a = typu a. Wiemy juz,
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Efekt ten uzyskamy za pomoca specjalnego — ,magicznego” lambda-wyrazenia,
nazywanego operatorem punktu stalego:

Y = \F.(\x.F (z z)) (\x.F (z x))

F=0Mz F (z z)) (Az. F (z z))

Czyli mamy to, czego szukaliSmy: Y F jest ,nieskonczenie wiele razy zlozonym
F” | wiec szukang funkcja silnia.

*x Kk Kk

Podsumowujac, zdefiniowaliémy formalny system, w ktorym za pomoca
zaledwie kilku konstrukcji mozemy programowaé. Jednoczesnie daje on poreczna
notacje shuzaca do definiowania i postugiwania sie funkcjami. A dzieki swojej
prostocie pozwala stosunkowo prosto wnioskowac¢ o wlasnoéciach tego jezyka

ze Ar.x ma typ o — «, wiec Ay.(Az.z) bedzie typu
8= (a— a).

Wezmy teraz wyrazenie Az.(Ay.y z). Jedli x jest typu «,
to y musi by¢ funkcja, ktéra przyjmuje argument
typu «a. Nie wiemy, jakiego typu jest warto$é¢ zwracana
przez funkcje y, wiec nazwiemy ten typ 6. W takim
razie y bedzie typu a — 3. W ten sposéb mozemy nadaé
wyrazeniu A\x.(Ay.y x) typ

o= ((a— ) — ).
Jako ¢wiczenie Czytelnik moze sprawdzi¢, ze typem
wyrazenia Az.A\y.Az.(x z) (y z) jest

(@—= (B —=7) = (a=B) = (a =)

Nie kazdemu lambda-wyrazeniu da sie nadacé typ.
Na przyktad wyrazenie Az.z x nie ma zadnego typu.

Zauwazmy, ze jeSli zinterpretujemy ,,—” jako znak
implikacji, to nasze typy stang sie formutami logiki
zdaniowej (czyli takiej, w ktérej nie ma kwantyfikatorow
Vi 3). Okazuje sie, ze wszystkie formuly, jakie
moga w ten sposéb powstaé, sg tautologiami!

W szczegdlnosci nie istnieje lambda-wyrazenie np. typu
(o — B) — B, bo taka formula nie jest tautologia.
Lambda-wyrazenie danego typu 7 mozemy zatem
traktowaé jako dowdd prawdziwosci formuty 7. Daje
nam to ciekawy sposéb dowodzenia, ze dana formuta 7
jest tautologia. Wystarczy znalezé lambda-wyrazenie
M typu 7. Co ciekawe, dla formul zawierajacych
koniunkcje A, alternatywe V oraz kwantyfikatory

Vi d tez istnieja ,rachunki lambda” o takiej

wlasnosci, ze kazda formuta, ktora jest typem jakiegos
lambda-wyrazenia, jest tez tautologia.
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