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Twierdzenie abe dla wielomianéw
Jerzy BROWKIN *

Bedziemy rozpatrywali wielomiany o wspolczynnikach liczbowych. Wielkie
twierdzenie Fermata dla wielomiandéw moéwi, ze jezeli pewne niezerowe
wielomiany f, g, h nie maja wspélnego dzielnika réznego od stalej i spelniaja

gt =,
gdzie n > 3, to wszystkie one sa stale.

ﬂ Twierdzenie abc jest uogdlnieniem wielkiego twierdzenia Fermata dla

wielomianéw. Niech
Rozwigzanie zadania M 1221.

Oznaczmy przez a pierwsza, a przez (1) F = flkl et ffr’ G = glf et gés7 H = h;nl et h;nty
b ostatnig cyfre w zapisie dziesigtnym
liczby k-cyfrowej n. Poniewaz liczba 3n
jest takze k-cyfrowa, wigc liczba a réwna (2) fl; . 7f7‘; iy s Gsy hiy..o hy
sig 1, 2 lub 3. Ponadto

gdzie

sa dowolnymi niezerowymi wielomianami, a wyktadniki ky,..., k., [1,..., s,

a-10""' <n < (a+1) 10" X ' °
v mi,...,m sa liczbami naturalnymi.
k—1 k—1 . . . . s s . . . . . . .
b 10777 <3n < (b+1)-107 . Twierdzenie abc dla wielomianéw méwi, ze jezeli wielomiany F, G, H
Stad w szczegdlnosci otrzymujemy spelniaj@ rownanie
b+1)-10""" > 3n > 3a- 10"
<)+ ) n > 3a (3) F + G _ H7
oraz . . ’ . . Y . .
b.10"" < 3n < 3(a+1) 105" nie maja wspolnego dzielnika réznego od stalej oraz suma stopni

wielomianéw (2) nie przekracza najwiekszego ze stopni wielomianéw F, G, H,

czyli b+ 1 > 3a oraz b < 3a + 3. | X
to wielomiany F, G, H sa stale.

Zauwazmy ponadto, ze cyfra jednosci
liczby 3b jest liczba a. Podstawiajac Dowéd twierdzenia abe nie jest trudny. Podamy najpierw pewne wlasnosci

=1,2,3, dzamy bezposrednio, o . . :
¢ S SPrawcEaiy Dezposieio, pochodnej wielomianu, ktére beda wykorzystane w dowodzie. Zachodza wzory:
ze warunek ten nie da si¢ pogodzié¢

P ! / k\/ __ /. k—1
Z ()trZynl().,n,ynll lller(')W'll()b(,l'lelL Uthkiil'%d (pq) = p q + pq 5 (p ) = kp p .
sprzeczno$¢ dowodzi, ze opisana w tresci e A .
zadania liczba nie istnieje. Wobec tego p - (p ) = kp “pr. Podobnie

k

!
ki k ki1—1 k ko—1
(pfpf) = kipip' T Py’ + kaphpy' ps?

i stad
i
(p1p2) - (p'flpé“z) = (kwpip2 + kap1ph) - (P 5?).
Ogodlniej, dla wickszej liczby czynnikéw mamy
I
(pr... pn)- (p’fl ~---~pf{‘) =P - (p’fl ~---~pf{‘),
gdzie
(4)  Pi=Fkipipa- ... potkepipsps - Put kbl PaoaDy,

Inaczej méwiac, dla dowolnego wielomianu P zapisanego w postaci
P:p’fl-...-pﬁn mamy

*Instytut Matematyczny PAN (5) POP/ =P P,
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Po przejsciu przez kazdy milimetr
grubosci kadmu liczba neutronéw spada
0 15 %. Zatem po 8 milimetrach ich

liczba spadnie do: (0,85)% = 0, 27, czyli
27 %.

gdzie Py =py - ... pp, a wielomian P; jest okreslony wzorem (4). Zauwazmy, ze
stP’ = stP — 1, i wobec tego z (5) wynika, ze stP; = stPy — 1.
Jezeli wielomian P jest stala r6zna od zera, to przyjmujemy Py =1, P, = 0.
Wtedy réwniez wzér (5) zachodzi.
Teraz przystepujemy do dowodu twierdzenia abc. Bez zmniejszenia ogélnosci
mozemy przyjaé, ze wielomiany F, G, H podane w twierdzeniu spelniaja

stF > stG > stH.
Przypuéémy, ze nie wszystkie wielomiany F, G, H sa stale. Wtedy stF > 0.

Obliczajac pochodne obu stron réwnoéci (3), otrzymamy

F+G =H.
Zastosujemy do tej réwnosci wzér (5) przy P = F,G i H. W tym celu
pomnozymy obie jej strony przez wielomian FoGoHy, gdzie na mocy (1)
(6) Fo=fi-..-fr, Go=g1-...-gs, Ho=hy-... - h.

Mamy wiec
FyoF' - GoHy + GoG' - FyHy = HyH' - FyGl,
i korzystajac z (5) oraz (3), otrzymamy
WF-GoHy + G1G - FoHy = H1H - FoGy = H1 F - FyGo + H1G - FyGo.
Przenosimy wyrazy zawierajace F' na jedna strone, a wyrazy zawierajace G na
druga:
(7) F(F1GoHy — H1FyGy) = G(H1 FyGy — G1FoHyp).

Z zalozenia i wzoru (3) wynika, ze wielomiany F i G' nie maja wsp6lnego
czynnika réznego od stalej. Wobec tego z (7) otrzymujemy, ze wielomian F jest
dzielnikiem wielomianu Hq FoGo — G1FoH.

Wiemy, ze stG1; = stGg — 1 i stHy = stHy — 1. Wobec tego stopnie wielomiandéw
H,FyGo i G1FyHy sa réwne st(FyGoHp) — 1, a stopien ich r6znicy nie
przekracza tej liczby.

Z powyzszego wynika, ze stF < st(FoGoHy) — 1 < st(FoGoHp). Jest to sprzeczne
7z zalozeniem twierdzenia, poniewaz na mocy (6) wielomian FyGoHy jest
iloczynem wielomianéw (2).

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze wielomiany F, G, H sa stale.

Uwagi i pytania.

1. Twierdzenie abe dla wielomianéw udowodnil (w inny sposéb) W.W. Stothers
w 1981 roku.

2. Gdzie w dowodzie wykorzystaliSmy przyjete zalozenie, ze nie wszystkie
wielomiany F, G, H sa stale ?

3. O wielomianach niezerowych fi,..., f, niczego nie zakladaliémy. Na przykltad
ani tego, ze sa nierozkladalne, ani ze nie maja wspoélnych czynnikow réznych

od stalej, itp. Sa to zupelnie dowolne niezerowe wielomiany, by¢ moze state. To
samo dotyczy wielomianéw ¢gq,...,gs 1 hi,..., hy.

4. Pozostawiam dla Czytelnika jako latwe zadanie wyprowadzenie wielkiego
twierdzenia Fermata dla wielomianow z twierdzenia abc.

5. Z twierdzenia abc wynika tez nastepujace twierdzenie:

Jezeli liczby naturalne k, m,n sa wicksze od 2, a wielomiany f i g nie sa stale
i nie maja wspolnego dzielnika réznego od statej, to dla zadnego wielomianu h
nie zachodzi réwnosc

Wyprowadzenie tego wniosku z twierdzenia abc réwniez pozostawiam dla
zainteresowanych Czytelnikéw jako niezbyt trudne zadanie.
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