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Oznaczmy przez a pierwszą, a przez

b ostatnią cyfrę w zapisie dziesiętnym

liczby k-cyfrowej n. Ponieważ liczba 3n

jest także k-cyfrowa, więc liczba a równa

się 1, 2 lub 3. Ponadto

a · 10k−1 < n < (a + 1) · 10k−1

oraz

b · 10k−1 < 3n < (b+ 1) · 10k−1 .

Stąd w szczególności otrzymujemy

(b+ 1) · 10
k−1
> 3n > 3a · 10

k−1

oraz

b · 10k−1 < 3n < 3(a+ 1) · 10k−1 ,

czyli b+ 1 > 3a oraz b < 3a+ 3.

Zauważmy ponadto, że cyfrą jedności

liczby 3b jest liczba a. Podstawiając

a = 1, 2, 3, sprawdzamy bezpośrednio,

że warunek ten nie da się pogodzić

z otrzymanymi nierównościami. Uzyskana

sprzeczność dowodzi, że opisana w treści

zadania liczba nie istnieje.
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Twierdzenie abc dla wielomianów

Jerzy BROWKIN *

Będziemy rozpatrywali wielomiany o współczynnikach liczbowych. Wielkie
twierdzenie Fermata dla wielomianów mówi, że jeżeli pewne niezerowe
wielomiany f, g, h nie mają wspólnego dzielnika różnego od stałej i spełniają

fn + gn = hn,

gdzie n ­ 3, to wszystkie one są stałe.

Twierdzenie abc jest uogólnieniem wielkiego twierdzenia Fermata dla
wielomianów. Niech

(1) F = fk11 · . . . · f
kr
r , G = g

l1
1 · . . . · g

ls
s , H = h

m1
1 · . . . · h

mt
t ,

gdzie

(2) f1, . . . , fr, g1, . . . , gs, h1, . . . , ht

są dowolnymi niezerowymi wielomianami, a wykładniki k1, . . . , kr, l1, . . . , ls,
m1, . . . ,mt są liczbami naturalnymi.

Twierdzenie abc dla wielomianów mówi, że jeżeli wielomiany F,G,H
spełniają równanie

(3) F +G = H,

nie mają wspólnego dzielnika różnego od stałej oraz suma stopni

wielomianów (2) nie przekracza największego ze stopni wielomianów F,G,H,
to wielomiany F,G,H są stałe.

Dowód twierdzenia abc nie jest trudny. Podamy najpierw pewne własności
pochodnej wielomianu, które będą wykorzystane w dowodzie. Zachodzą wzory:

(pq)′ = p′q + pq′, (pk)′ = kp′pk−1.

Wobec tego p · (pk)′ = kp′ · pk. Podobnie
(

pk11 p
k2
2

)

′

= k1p
′

1p
k1−1
1 pk22 + k2p

′

2p
k1
1 p
k2−1
2

i stąd

(p1p2) ·
(

pk11 p
k2
2

)

′

= (k1p
′

1p2 + k2p1p
′

2) · (p
k1
1 p
k2
2 ).

Ogólniej, dla większej liczby czynników mamy

(p1 · . . . · pn) ·
(

pk11 · . . . · p
kn
n

)

′

= P1 ·
(

pk11 · . . . · p
kn
n

)

,

gdzie

(4) P1 = k1p
′

1p2 · . . . · pn + k2p1p
′

2p3 · . . . · pn + . . .+ knp1 · . . . · pn−1p
′

n.

Inaczej mówiąc, dla dowolnego wielomianu P zapisanego w postaci
P = pk11 · . . . · p

kn
n mamy

(5) P0P
′ = P1P,
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Po przejściu przez każdy milimetr

grubości kadmu liczba neutronów spada

o 15 %. Zatem po 8 milimetrach ich

liczba spadnie do: (0, 85)8 ≈ 0, 27, czyli

27 %.

gdzie P0 = p1 · . . . · pn, a wielomian P1 jest określony wzorem (4). Zauważmy, że
stP ′ = stP − 1, i wobec tego z (5) wynika, że stP1 = stP0 − 1.

Jeżeli wielomian P jest sta lą różną od zera, to przyjmujemy P0 = 1, P1 = 0.
Wtedy również wzór (5) zachodzi.

Teraz przystępujemy do dowodu twierdzenia abc. Bez zmniejszenia ogólności
możemy przyjąć, że wielomiany F,G,H podane w twierdzeniu spełniają

stF ­ stG ­ stH.

Przypuśćmy, że nie wszystkie wielomiany F,G,H są stałe. Wtedy stF > 0.

Obliczając pochodne obu stron równości (3), otrzymamy

F ′ +G′ = H ′.

Zastosujemy do tej równości wzór (5) przy P = F,G i H. W tym celu
pomnożymy obie jej strony przez wielomian F0G0H0, gdzie na mocy (1)

(6) F0 = f1 · . . . · fr, G0 = g1 · . . . · gs, H0 = h1 · . . . · ht.

Mamy więc

F0F
′
·G0H0 +G0G

′
· F0H0 = H0H

′
· F0G0,

i korzystając z (5) oraz (3), otrzymamy

F1F ·G0H0 +G1G · F0H0 = H1H · F0G0 = H1F · F0G0 +H1G · F0G0.

Przenosimy wyrazy zawierające F na jedną stronę, a wyrazy zawierające G na
drugą:

(7) F (F1G0H0 −H1F0G0) = G(H1F0G0 −G1F0H0).

Z założenia i wzoru (3) wynika, że wielomiany F i G nie mają wspólnego
czynnika różnego od stałej. Wobec tego z (7) otrzymujemy, że wielomian F jest
dzielnikiem wielomianu H1F0G0 −G1F0H0.

Wiemy, że stG1 = stG0 − 1 i stH1 = stH0 − 1. Wobec tego stopnie wielomianów
H1F0G0 i G1F0H0 są równe st(F0G0H0)− 1, a stopień ich różnicy nie
przekracza tej liczby.

Z powyższego wynika, że stF ¬ st(F0G0H0)− 1 < st(F0G0H0). Jest to sprzeczne
z założeniem twierdzenia, ponieważ na mocy (6) wielomian F0G0H0 jest
iloczynem wielomianów (2).

Uzyskana sprzeczność dowodzi, że wielomiany F,G,H są stałe.

Uwagi i pytania.

1. Twierdzenie abc dla wielomianów udowodni l (w inny sposób) W.W. Stothers
w 1981 roku.

2. Gdzie w dowodzie wykorzystaliśmy przyjęte założenie, że nie wszystkie
wielomiany F,G,H są stałe ?

3. O wielomianach niezerowych f1, . . . , fr niczego nie zakładaliśmy. Na przykład
ani tego, że są nierozkładalne, ani że nie mają wspólnych czynników różnych
od stałej, itp. Są to zupełnie dowolne niezerowe wielomiany, być może stałe. To
samo dotyczy wielomianów g1, . . . , gs i h1, . . . , ht.

4. Pozostawiam dla Czytelnika jako łatwe zadanie wyprowadzenie wielkiego
twierdzenia Fermata dla wielomianów z twierdzenia abc.

5. Z twierdzenia abc wynika też następujące twierdzenie:

Jeżeli liczby naturalne k,m, n są większe od 2, a wielomiany f i g nie są stałe
i nie mają wspólnego dzielnika różnego od stałej, to dla żadnego wielomianu h

nie zachodzi równość

fk + gm = hn.

Wyprowadzenie tego wniosku z twierdzenia abc również pozostawiam dla
zainteresowanych Czytelników jako niezbyt trudne zadanie.
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