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Latwe zadania od mmm

1. Ile jest okregdéw przechodzacych przez dany punkt A? Nieskoriczenie wiele.
A ktére punkty moga by¢ srodkiem takiego okregu? Kazdy poza A. Ile jest
okregéw stycznych do danej prostej a? Tez nieskonczenie wiele, a srodkiem
takiego okregu moze by¢ kazdy punkt nielezacy na a. A ile jest okregow
stycznych do danego okregu o? Rowniez nieskoniczenie wiele, tym razem
srodkiem moze by¢ kazdy punkt z wylaczeniem $rodka okregu o. To bylo za
tatwe. Wezmy si¢ wobec tego za dwa obiekty — punkty, proste czy okregi.

2. Przez dwa dane punkty A i B rowniez przechodzi nieskonczenie wiele
okregéw, ale tym razem $rodkiem takiego okregu moze byé tylko dowolny
punkt symetralnej odcinka AB (rys. 1). Okregéw stycznych do dwéch danych

B prostych rowniez jest nieskonczenie wiele — ich érodki wypelniaja dwusieczne

katéw wierzchotkowych utworzonych przez te proste, gdy one przecinaja sie
(z wyjatkiem owego punktu przeciecia (rys. 2)), lub prosta polowiaca pas

a b ograniczony przez te proste, gdy sa one réwnolegle (rys. 3). Srodki nieskonczenie
wielu okregéw przechodzacych przez dany punkt A i stycznych do danej
prostej a sa tak samo odlegte od tego punktu, jak od tej prostej — figura
utworzona z takich punktéw to parabola (znana tez jako wykres funkcji
kwadratowej; rys. 4), gdy A nie lezy na a, lub prosta z wylaczeniem punktu A
w przeciwnym przypadku (rys. 5). Figura, jaka tworzy nieskoficzenie wiele
$rodkéw okregéw przechodzacych przez dany punkt A i stycznych do danego
okregu o, to hiperbola (podobna do wykresu odwrotnej proporcjonalnosei —
Rys. 2 réznica odleglosci od dwéch punktéw jest stala; rys. 6), gdy punkt lezy na
zewnatrz kola wyznaczonego przez o — lub elipsa (suma odleglosci od dwdch
punktéw jest stala), gdy lezy wewnatrz (rys. 7). Oczywiscie A nie moze by¢
srodkiem okregu o (chyba ze umoéwilibysmy sie, iz okrag jest styczny do siebie
samego). Natomiast, gdy A bedzie lezal na o, sytuacja bedzie podobna do tej
z rysunku 5.

Rys. 1

Rys. 5 Rys. 6. OX — AX =r = AY — OY. Rys. 7. AX +0X =r.
Nie trzeba si¢ tez specjalnie natrudzi¢, by zauwazy¢, ze pozostate dwa przypadki
nie wnosza niczego nowego (rys. 8 i rys. 9).

Jak wida¢, gdy wystepuje okrag i prosta
(lub dwa okregi), mozna okrag zastapic¢

punktem, przesuwajac prosta o dlugosé

jego promienia (lub zmniejszajac tak

promien drugiego okregu).

Rys. 8. Zamiast dla o i a rozwiazujemy zadanie Rys. 9. Zamiast dla o1 i 02 rozwiazujemy
dla Oia. zadanie dla O7 i 0'2.
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Czytelnik Wyrafinowany oczywiscie wie,
ze w tych ostatnich przypadkach dogodnie
jest postuzy¢ si¢ inwersja wzgledem
okregu. Kazda taka konstrukcja da si¢
przelozy¢ na standardowsg konstrukcje
cyrklem i linijka, cho¢ wtedy moze to

byé bardzo skomplikowana operacja.

O inwersjach pisaliSmy np. w Delcie
4(407)/2008.

http://www.mmm.uni.wroc.pl

Roéznica. Kazdy widzi, ze okregdéw w pierwszym przypadku jest wiecej

niz w drugim, cho¢ teoria mnogosci upieralaby sie, ze tyle samo. Roznice

mozna wyrazi¢, méwiac, iz w drugim przypadku mamy do czynienia z rodzing
dwuparametrowg, co po ludzku oznacza, ze gdy zazadamy, aby okrag spelniajacy
nasze warunki przechodzil jeszcze przez jakis dodatkowy punkt, to okregdéw
takich bedzie co najwyzej dwa. W pierwszym przypadku mogloby by¢ ich wiecej.

Konstrukcja. Co wiecej, taki okrag mozna skonstruowad, cho¢ ani paraboli, ani
hiperboli, ani nawet elipsy (z wyjatkiem okregu) cyrklem i linijka nakresli¢ sie
nie da.

Gdy do dwoch punktow A i B dodamy trzeci P, nielezacy na prostej AB, to
okrag przechodzacy przez te punkty kazdy potrafi nakresli¢ — jego $rodek to
punkt przecigcia symetralnych bokéw trojkata ABP.

Gdy do dwoch przecinajacych sie w punkcie O prostych a i b dodamy punkt P,
to przez ten z katéw wierzchotkowych, w ktérego wnetrzu lezy P, prowadzimy
dwusieczna d i prosta OP, nastepnie rysujemy dowolny okrag styczny do a i b
(rys. 10); oznaczmy jego srodek przez S, a jego punkty przeciecia z OP przez @
i R. Punkty przeciecia d z poprowadzonymi z P rownolegltymi do QS i do RS
beda $rodkami szukanych okregéw. Czytelnik zapewne potrafi sprawdzié, ze tak
jest, oraz rozwiazaé problem, gdy P lezy na dwusiecznej lub na ktérejs z danych
prostych. Gdy proste a i b sa rownolegle, prosta d jest prosta polowiaca pas
(rys. 11), a przez P prowadzimy réwnolegla do d.

Teraz do punktu A i prostej a dotaczamy punkt P. Tu konstrukcja okazuje
sie bardzo podobna do poprzedniej (wrecz identyczna). Gdy symetralna d
odcinka AP przecina a w punkcie O, rysujemy dowolny okrag o srodku na
d i dalej postepujemy jak w poprzedniej konstrukeji (rys. 12). Podobnie
analogiczna jest konstrukcja w przypadku, gdy d i a sa réwnolegle (rys. 13).

I teraz zaskoczenie. Dotad byto naprawde latwo. Tymczasem gdy dany jest
punkt i okrag (A i 0), znalezienie okregu stycznego do o i przechodzacego

przez A i przez dodatkowo dany punkt P wymaga bardzo skomplikowanych
konstrukcji. Podamy tu konstrukcje jedynie w (szczesliwym) przypadku, gdy
symetralna d odcinka AP przecina o. Oznaczmy jeden z punktéw przeciecia
przez K. Rysujemy okrag p o érodku K przechodzacy przez A i P oraz prosta n,
zawierajaca wspolna cieciwe o i p. Stosujac poprzednia konstrukcje, znajdujemy
dwa okregi przechodzace przez A i P oraz styczne do n odpowiednio w punktach
Li M. Proste KL i KM przecinaja o dodatkowo w punktach X i Y. To

sa punkty stycznosci z o szukanych okregdéw x i y (rys. 14). Jesli chcemy je
narysowaé, przetnijmy proste OX i OY z d — otrzymamy $érodki S i T okregdéw
przechodzacych przez A i P oraz stycznych do o.

Rys. 14

Ale dlaczego (i czy na pewno) to jest dobrze? Poprzednio uzasadnienie nie
nastreczalo specjalnych trudnosci, a teraz trudno o jakas intuicje. I co zrobic,
gdy d nie przecina o7

11



