Rys. 1. Striangulowany wielokat;

kolorem wyrézniono tréjkaty i odcinki
odgrywajace role w lemacie Spernera.
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Rys. 2. Ilustracja dowodu lematu
Spernera.
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Lemat Spernera. Narysujmy na ptaszczyznie wielokat i dokonajmy jego
triangulacji, czyli podzialu na tréjkaty, ktére moga stykac sie z innymi
tréjkatami wspolng krawedzia lub wsp6lnym wierzcholkiem (jak na rysunku 1).
Wierzcholki tych trojkatow ,,pokolorujemy”, tzn. kazdemu z nich przypiszemy
jego kolor” — liczbe ze zbioru {0, 1, 2}.

Wyréznijmy trojkaty, ktore maja wierzcholtki wszystkich trzech koloréw. Jesli
poruszajac si¢ po obwodzie tréjkata przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
widzimy liczby w kolejnosci 0, 1, 2, to mamy do czynienia z tréjkatem ,dodatnio
zorientowanym”. Oznaczmy liczbe takich tréjkatéw przez T, natomiast liczbe
tréjkatéw ,ujemnie zorientowanych” przez T-_.

Interesowac nas tez beda krawedzie na brzegu wielokata. Jezeli wierzchotki
takiej krawedzi maja kolory x i y (przy czym kolor # ma wierzchotek, ktéry
napotykamy najpierw, gdy poruszamy si¢ po obwodzie wielokata przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara), to taka krawedz nazwiemy zy. Wyrdznimy krawedzie,
ktore maja kolory 0 i 1. Krawedzie 01 nazwiemy ,,dodatnio zorientowanymi”,
natomiast krawedzie 10 beda ,,ujemnie zorientowane”. Ich liczbe oznaczymy,
odpowiednio, przez K i K_.

Ciekawy lemat (znany jako skierowana wersja lematu Spernera) podaje zaleznosé
miedzy tym, co musi si¢ dzia¢ wewnatrz takiego striangulowanego wielokata, a
tym, co sie dzieje na jego brzegu — mianowicie

(%) T, -T_ =K, - K_.

Dowdd lematu jest bardzo prosty. Przetnijmy kazda z krawedzi 01 i 10
prostopadlym wektorem (w kierunku takim, jak na rysunku 2) i utwérzmy

z tych wektoréw graf. Graf ten sklada si¢ ze skierowanych Sciezek. Kazda $ciezka
zaczyna sie w ujemnie zorientowanym trojkacie lub na dodatnio zorientowanym
odcinku, natomiast konczy sie w dodatnio zorientowanym tréjkacie lub na
ujemnie zorientowanym odcinku. Liczba poczatkéw (T- + K ) musi by¢ réwna
liczbie konicow Sciezek (T + K_), co dowodzi réwnosci (x).

Liczby zespolone. O liczbach zespolonych (ich zbiér bedziemy oznaczaé
przez C) mozemy mysleé¢ jak o wektorach (postaci [a,b]) na plaszezyznie.

Na liczbach tych mozemy wykonywac¢ dziatania. Dodawanie wykonuje sie
dokladnie tak samo jak dodawanie wektoréw. Aby zdefiniowaé¢ mnozenie,
potrzebne sg nam dwa pojecia. Argumentem liczby zespolonej z nazywamy
kat, ktéry tworzy ona z wektorem [1,0] i oznaczamy go przez arg z. (Argument
jest dany z dokladnoscia do 2w, tzn. jezeli ¢ jest argumentem z, to ¢ £ 27

tez. W dalszym ciggu ta niejednoznacznos¢ nie bedzie nam przeszkadzala.
Przyjmujemy takze, ze arg0 = 0.) Modulem liczby zespolonej z nazywamy
dlugosé wektora reprezentujacego z i oznaczamy go przez |z|. Latwo zauwazy¢,
ze arg z 1 |z| jednoznacznie wyznaczaja liczbe z.

Wynikiem mnozenia dwoéch liczb z; i 2o jest liczba zespolona z o argumencie
arg z; + arg z3 i module |z1| - |22].

Teraz, gdy umiemy juz dodawac¢ i mnozy¢, mozemy zdefiniowaé¢ wielomian
zmiennej zespolonej (analogicznie jak wielomian zmiennej rzeczywistej):
wielomianem stopnia n zmiennej zespolonej z bedziemy nazywaé funkcje
w: C — C dana wzorem

w(z) = apz™ + An_12"" 4+ ...+ a1z + ag,
gdzie ag, .. ., a, sa liczbami zespolonymi oraz a,, # 0.
Zasadnicze twierdzenie algebry glosi, ze kazdy wielomian dodatniego stopnia
zmiennej zespolonej ma co najmniej jeden pierwiastek. Jest wiele dowoddéw

tego waznego twierdzenia, ale lemat Spernera pomoze nam je udowodnic
w zaskakujaco elementarny sposob.
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Rys. 3. Kolorowanie wielomianu z.

Rys. 4. Kolorowanie wielomianu 22,

Rys. 5. Kolorowanie wielomianu 22 — 1.

<

Rys. 6. Kolorowanie wielomianu 25— 1.

Rys. 7. Ilustracja dowodu zasadniczego twierdzenia
algebry. Kolorowanie wielomianu z2 — i. Poza
wielokagtem W wielomian wyglada jak 22,

Kolorowanie. Ustalmy wielomian w(z). Przez kolorowanie wielomianu
nazwiemy kolorowanie pltaszczyzny zespolonej C trzema kolorami 0, 1, 2
w zalezno$ci od argumentu liczby zespolonej w(z). Kolor k-ty otrzymaja liczby

ze zbioru
2n(k+1)
=)
Tak pokolorowana plaszczyzng (rys. 3) oznaczmy przez C, ().

2
{z eC: %k <argw(z) <

Popatrzmy na kilka przyktadéw. Jesli wielomian w(z) bedzie stopnia 0,

to cala plaszczyzna bedzie jednokolorowa. Jesli wielomian bedzie postaci

w(z) = z + [a, b], to plaszczyzna bedzie podzielona na trzy przystajace katy

o wspOlnym wierzchotku w punkcie (—a, —b). Bedzie to wygladalo tak samo jak
na rysunku 3, tylko punkt zbiegu koloréw bedzie lezal gdzie indziej.

Aby pokolorowaé wielomian w(z) = 22, siegniemy do definicji mnozenia liczb
zespolonych. Mamy arg 22 = 2 arg z, zatem jesli punkt z dostal kolor 0, to
Zh Cargz < 2”(?1) lub 2”(?3) <argz < w. Analogiczne rozumowanie
w przypadku koloréw 1 i 2 prowadzi nas do wniosku, ze C,2 jest podzielona na
sze$é przystajacych katéw o wierzchotkach w punkcie (0,0) (patrz rysunek 4).

Nietrudno si¢ przekonaé o tym, ze kolorujac w(z) = 2", bedziemy musieli
namalowac¢ 3n przystajacych katéw. Beda one mialy kolejno kolory 0, 1, 2, 0,
1, 2 itd.

Do tej pory szto nam latwo, ale juz w przypadku wielomianu 22 — 1 napotykamy
klopoty. Z pomoca komputera mozemy wygenerowaé kolorowanie tego i innych
wielomianéw (rysunki 5 i 6, a takze okladka). Obserwujac obrazki, mozemy
dojé¢ do dwdch wnioskdw:

1. Latwo na rysunku znalezé¢ zera wielomianu. Sa to dokladnie te punkty,

w ktorych zbiegaja sie wszystkie trzy kolory.

2. Niech w(z) bedzie wielomianem stopnia n. Im dalej od punktu (0,0), tym
bardziej kolorowanie w(z) przypomina kolorowanie 2.

Pierwszy z wnioskéw wynika z ciaglosci w(z). Dla dowodu drugiego zauwazmy,
ze przy |z| — oo mamy wz(f — an, zatem poza dostatecznie duzym kotem B

o érodku w punkcie (0,0) C,,(.y bedzie wygladalo prawie jak C.n.

Wiemy zatem, co si¢ dzieje poza duzym kolem B, tym bardziej wiemy tez,

co sie dzieje poza dowolnym wielokatem wypukltym W zawierajacym to koto.
Nie wiemy jednak, co sie dzieje w jego wnetrzu, ale sprobujemy to odgadnad,
badajac jego brzeg. Do tego przyda nam sie lemat Spernera. Dokonajmy
triangulacji wielokata W i pokolorujmy jego wierzchotki. Kolorowanie bedzie
wyznaczone przez C, ;) (patrz rysunek 7). Jedli trojkaty sa dostatecznie mate,
to na brzegu pojawia sie tylko krawedzie 00, 01, 11, 12, 22 i 20.
Krawedzi 01 jest dokladnie n (znowu przy zalozeniu dostatecznie
drobnej triangulacji), zatem Ky = n.

Analogicznie, brak krawedzi 10 powoduje, ze K_ = 0 i prawa
strona réwnania (x) jest réwna n. Wynika z tego, ze T > n,
zatem w wielokacie W istnieje trdjkat trojkolorowy.

Zdefiniujmy teraz taki ciag triangulacji 71,7, ..., ze

$rednica najwickszego trojkata w 7;, dazy do 0 przy

k — oco. W triangulacji 7 znajdziemy tréjkolorowy tréjkat

o wierzchotkach 2Y, z} i 2 (punkt 2 ma kolor ). Poniewaz
ciag punktéw zg jest ograniczony przez wielokat W, wiec na
podstawie twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozna z niego
wybraé¢ podciag zbiezny Zl(c)z — 2,. Z tego, co powiedzieliSmy

o $rednicach, wynika, ze podciagi z,il i z,%l réwniez sa zbiezne do
tej samej granicy 2.

Wida¢ zatem, ze w punkcie z, zbiegaja sie¢ wszystkie trzy kolory,
zatem w(zy) = 0, co konczy dow6d zasadniczego twierdzenia
algebry.
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