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Rozterki stonecznego dnia

Fatamorgana, zwana tez mirazem, jest zjawiskiem
bardzo powszechnym, nie tylko na pustyniach,

ale rowniez w wielu innych miejscach. Wystarczy
tylko stoneczny dzien i stosunkowo staby wiatr, by
obserwowa¢ miraze na drogach, dachach samochoddéw,
a nawet na domowych parapetach.

Ogoélnie fatamorgana nazywamy zjawisko ugiecia
promieni $wiatta w niejednorodnym optycznie
o$rodku. W cieply dzien stonce nagrzewa podloza

do temperatury znacznie wyzszej niz powietrze nad
nimi. W konsekwencji oddaja one ciepto warstwom
powietrza, ktére nagrzewaja sie niejednorodnie
(cieplejsze sa warstwy nizsze). Zmiana temperatury
warstwy powietrza wiaze si¢ ze zmiana jej wlasciwosci
optycznych, w szczegdlnosdci wspolezynnika zalamania.
Otrzymujemy oérodek, w ktorym wystepuje pewien
rozklad wspélezynnika zalamania (aby ten rozklad
byl stabilny, wazny jest brak wiatru). Najlatwiej jest
ten efekt zaobserwowac nad asfaltowymi drogami,
szczegoblnie podczas podjezdzania pod gorke. Mozemy
woéwcezas zaobserwowaé efekt ,mokrej jezdni”: wydaje
nam si¢, ze jezdnia daleko przed nami jest pokryta
woda, w ktorej odbija si¢ niebo.

Miraz i fatamorgana

Zjawisko fatamorgany mozemy wyjaéni¢ za pomoca
zakrzywionego biegu promieni $wietlnych. Swiatlo od
odleglego obiektu moze wtedy dociera¢ do nas wiecej niz
jedna droga. Obserwator dostrzega wtedy dodatkowy
obraz (obrazy) dalekiego planu, przy czym w zaleznosci
od rozkladu temperatury mozna mieé¢ do czynienia

z réznymi odmianami tego zjawiska. Dodatkowy obraz
powstaje pod lub nad rzeczywistym obiektem.

Mozemy podzieli¢ wszystkie obserwowane miraze

ze wzgledu na potozenie obrazu na gérne, dolne

i wladnie fatamorgany. Bieg promieni w kazdym
przypadku jest inny, bo inny jest rozklad wspélczynnika
zalamania. Gdy wspélczynnik zalamania maleje

z wysokoscia, jak np. nad powierzchnig morz albo
jezior lub czasami na pustyni, obserwujemy miraz
gérny (ang. exterior mirage; rys. 1). W przypadku,

gdy wspolezynnik zalamania ro$nie z wysokoscia,

co jest najczesciej spotykana sytuacja (np. na

drogach, pustyniach), obserwujemy miraz dolny

(ang. inferior mirage; rys. 2). Gdy z kolei zaleznoéé
wspotezynnika zalamania od wysokosci jest dana
bardziej skomplikowang zaleznoscia, obserwujemy
fatamorgane, czyli miraz zlozony, tworzacy wielokrotne,
zmienne obrazy.
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Rys. 1. Bieg promieni $wietlnych w mirazu gérnym. Szeroko$¢ katowa
obrazéw jest mocno zwigkszona w celu poprawienia czytelnosci
rysunku.

Rys. 2. Bieg promieni $wietlnych w mirazu dolnym. Szerokos¢ katowa
obrazéw jest mocno zwiekszona w celu poprawienia czytelnosci
rysunku.

Swiatlo w optycznie niejednorodnych
osrodkach

Zobaczmy, jak rozchodzi sie Swiatto w takich
niejednorodnych oérodkach. Na poczatek podzielimy
osrodek na k poziomych warstw, potem dokonamy
przejécia k — oo. Warstwy majag réozne temperatury 75,
a zatem rozne wspotezynniki zatamania n;. Rozpatrzmy
przejscie promienia $wiatta z warstwy i-tej do

(i + 1)-ej padajacego na granice warstw pod katem a;,

a zalamanego pod katem ;1. Mozemy napisaé¢ dla tego
zalamania rownanie:

n; sin QG = N1 sin Q41
Mozemy napisa¢ podobne réwnanie dla kazdego

przejscia miedzy dwiema warstwami, a stad
otrzymujemy wielkos¢ stalg dla kazdego zalamania:

n sin o = const.



Czyli, chociaz wspoélczynnik zalamania zmienia si¢

wraz z wysokoscia, to iloczyn n - sin o dla kazdej
trajektorii promienia $wiatla pozostaje staly. Jesli teraz
bedziemy dazyli do zera z grubosdcia warstw (czyli do
nieskonczonosei z ich liczba), otrzymamy krzywoliniowa
trajektorie promienia $wiatlta. W takim osrodku
wspdélczynnik zatamania bedzie funkcja wysokosci, tj.

n = n(y). Niech teraz n(y) sin = m, gdzie m jest stala.
Jej sens fizyczny jest nastepujacy — jest to wartosé
wspbélczynnika zalamania w punktach, w ktorych

sina = 1, czyli promien jest rownolegly do osi poziome;j.
Na skutek niejednorodnodci czeéé¢ Swiatta bedzie nadal
biegta po zakrzywionej trajektorii. W mirazu dolnym

i wiekszo$ci mirazy gornych promienie zmienig przy tym
kolejnosé. Dlatego obserwujac miraz, mamy wrazenie
ogladania obrazu odbitego od lustrzanej powierzchni.

Sprébujemy opisaé ksztalt trajektorii promienia
Swietlnego, przechodzacego przez osrodek, w ktérym
wspbélczynnik opisany jest pewna funkcja wysokosci.
Scislej méwige, bedziemy szukaé ksztaltu krzywej

y = y(x). Oczywiscie mamy geometryczna zalezno$é (jak
na rysunku 3):

dr £
d_y =tga.
Jednoczesnie tg o = ﬁ oraz sina = % Stad
otrzymujemy:
dr m
ay i) — e

Jedli zatem bedziemy mieli dany rozklad wspotczynnika
zalamania z wysoko$cia, bez trudu lub z duzym trudem
(zaleznie od stopnia jego skomplikowania) znajdziemy
trajektorie promienia $wietlnego w osrodku. Dla

n(y) = no tor bedzie, oczywiscie, prosta.

Rys. 3. Tor promienia $wietlnego, wpadajacego pod katem a do
niejednorodnego osrodka. Zaznaczono réwniez przykladowe granice
warstw, na ktérych promien $wietlny zalamuje sig.

Problemem pozostaje dla nas okreslenie, jak zalezy
wspbélczynnik zatamania od wysokosci. Jako$ciowe
rozwazania doprowadzaja nas do wniosku, ze im wyzsza
jest temperatura powietrza, tym nizsza jest jego gestosé
i tym nizszy wspoélczynnik zalamania. Przedstawione
powyzej rozumowanie daje szerokie pole do popisu dla
twércow symulacji komputerowych, ktérych wyniki
moga by¢ imponujace, a przy tym stanowiag wazne
narzedzie do badania toru promieni swietlnych dla
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réznych rozkladéw wspotcezynnika. Znakomity przyktad
Czytelnik moze znalezé w pracy, ktorej autor modeluje
miraze widziane nad powierzchnia morza, Sledzac

tor promieni dla réznych rozktadéw temperatury
powietrza [3].

Na podbéj krainy mirazy, czyli zabawy
doswiadczalne

Istnieje bardzo prosty sposéb pokazania zakrzywionej
trajektorii promienia swietlnego w optycznie
niejednorodnym osrodku. Wystarczy w tym celu na
dno akwarium wypelnionego woda (bez ryb!) wsypaé
znaczng ilo$é soli kuchennej i pozostawi¢ na kilka
dni. W akwarium wytworzy sie roztwor o stezeniu
soli zaleznym od wysokosci nad dnem. Konsekwencje
mozemy zobaczy¢, przepuszczajac promien lasera
przez roztwor (zdjecie 1 na okladce). Zjawisko to jest
nadzwyczaj widowiskowe, a wrecz zadziwiajace —
$wiatlo rozchodzi sie po krzywych!

Do demonstracji zjawiska mirazu w powietrzu w pelnej
krasie potrzebny jest, niestety, ciezszy sprzet. Mozna
jednak najpierw uzy¢ prostego uktadu doswiadczalnego,
ktory pozwoli zauwazy¢ realny efekt. Wystarczy
podgrzaé plyte aluminiowa lub stalowa na kuchence
gazowej. W naszym przypadku ptytka miala wymiary
20 x 20 cm i grubosé 0,5 cm (zdjecie 2 na okladce).
Wazne jest, by pltytka byla odpowiednio gruba, aby
nie ulegala deformacji. Powierzchnie plytki pokrylismy
piaskiem kwarcowym, aby uniknaé¢ odbié¢ $wiatta od
powierzchni metalu i zapewni¢ w miare jednorodne
nagrzanie naszej ,,pustyni”’. Nastepnie podgrzewalismy
plyte palnikiem gazowym. Otrzymany obraz pokazuje
jednak tylko gléwna ceche zjawiska mirazu, tzn.
powstawanie dodatkowych obrazéw obserwowanych
przedmiotéw (zdjecie 3 na okladce).

Przyszedl czas na wspomniany wczesniej ciezki sprzet.
Do stworzenia sztucznej pustyni wykorzystujemy

plyte aluminiowa o wymiarach 200 x 50 cm i grubo$ci

3 mm. Pokrylidmy ja piaskiem kwarcowym. Do
obserwacji zjawiska przy tak maltych odlegtosciach

plyta musiala by¢ dokladnie wypoziomowana (u nas

za pomocy 8 statywéw), a piasek wygladzony. Nastepnie
podgrzewaliémy uklad za pomoca palnikow gazowych
(zdjecie 4 na okladce).

Stosunkowo szybko dalo sie zaobserwowaé efekt
mirazu (zdjecia 5 i 6 na okladce). Pomiedzy piaskiem
a gorami na horyzoncie wytworzyla si¢ warstwa,

w ktorej odbijaly sie géry. Warstwa ta dziata jak
powierzchnia cieczy, np. jeziora, w ktérym odbijaja sie
nadbrzezne gory. Stad efekt mirazu jest tak zwodniczy
na pustyniach. Oczywiscie, w naszym eksperymencie
mamy do czynienia z duzo wyzszymi temperaturami
(a przede wszystkim duzymi réznicami temperatur),

a jednoczesnie duzo mniejszymi odlegloéciami niz w
rzeczywistych sytuacjach, niemniej jednak pozwala to
na obserwacje tego niesamowitego zjawiska w dos¢ tatwy
i wygodny sposéb.
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Twierdzenie abe dla wielomianéw
Jerzy BROWKIN *

Bedziemy rozpatrywali wielomiany o wspolczynnikach liczbowych. Wielkie
twierdzenie Fermata dla wielomiandéw moéwi, ze jezeli pewne niezerowe
wielomiany f, g, h nie maja wspélnego dzielnika réznego od stalej i spelniaja

gt =,
gdzie n > 3, to wszystkie one sa stale.

ﬂ Twierdzenie abc jest uogdlnieniem wielkiego twierdzenia Fermata dla

wielomianéw. Niech
Rozwigzanie zadania M 1221.

Oznaczmy przez a pierwsza, a przez (1) F = flkl et ffr’ G = glf et gés7 H = h;nl et h;nty
b ostatnig cyfre w zapisie dziesigtnym
liczby k-cyfrowej n. Poniewaz liczba 3n
jest takze k-cyfrowa, wigc liczba a réwna (2) fl; . 7f7‘; iy s Gsy hiy..o hy
sig 1, 2 lub 3. Ponadto

gdzie

sa dowolnymi niezerowymi wielomianami, a wyktadniki ky,..., k., [1,..., s,

a-10""' <n < (a+1) 10" X ' °
v mi,...,m sa liczbami naturalnymi.
k—1 k—1 . . . . s s . . . . . . .
b 10777 <3n < (b+1)-107 . Twierdzenie abc dla wielomianéw méwi, ze jezeli wielomiany F, G, H
Stad w szczegdlnosci otrzymujemy spelniaj@ rownanie
b+1)-10""" > 3n > 3a- 10"
<)+ ) n > 3a (3) F + G _ H7
oraz . . ’ . . Y . .
b.10"" < 3n < 3(a+1) 105" nie maja wspolnego dzielnika réznego od stalej oraz suma stopni

wielomianéw (2) nie przekracza najwiekszego ze stopni wielomianéw F, G, H,

czyli b+ 1 > 3a oraz b < 3a + 3. | X
to wielomiany F, G, H sa stale.

Zauwazmy ponadto, ze cyfra jednosci
liczby 3b jest liczba a. Podstawiajac Dowéd twierdzenia abe nie jest trudny. Podamy najpierw pewne wlasnosci

=1,2,3, dzamy bezposrednio, o . . :
¢ S SPrawcEaiy Dezposieio, pochodnej wielomianu, ktére beda wykorzystane w dowodzie. Zachodza wzory:
ze warunek ten nie da si¢ pogodzié¢

P ! / k\/ __ /. k—1
Z ()trZynl().,n,ynll lller(')W'll()b(,l'lelL Uthkiil'%d (pq) = p q + pq 5 (p ) = kp p .
sprzeczno$¢ dowodzi, ze opisana w tresci e A .
zadania liczba nie istnieje. Wobec tego p - (p ) = kp “pr. Podobnie

k

!
ki k ki1—1 k ko—1
(pfpf) = kipip' T Py’ + kaphpy' ps?

i stad
i
(p1p2) - (p'flpé“z) = (kwpip2 + kap1ph) - (P 5?).
Ogodlniej, dla wickszej liczby czynnikéw mamy
I
(pr... pn)- (p’fl ~---~pf{‘) =P - (p’fl ~---~pf{‘),
gdzie
(4)  Pi=Fkipipa- ... potkepipsps - Put kbl PaoaDy,

Inaczej méwiac, dla dowolnego wielomianu P zapisanego w postaci
P:p’fl-...-pﬁn mamy

*Instytut Matematyczny PAN (5) POP/ =P P,

14



