Notacja

Z — zbior liczb catkowitych,

N — zbidr liczb naturalnych 1,2, ...,

P — zbidr liczb pierwszych:

2,3,5,7,11, .. ..

x|y — x jest dzielnikiem y,
tzn. 3d € Z(d - z = y),

ord, (x) € Z — wyktadnik przy p

w rozktadzie dodatniej liczby wymiernej =
na iloczyn catkowitych poteg liczb

pierwszych: z =

liczb a,b € Z.

Wszystkie wyniki w niniejszym artykule

peP
gcd(a, b) — najwigkszy wspélny dzielnik

p

ordp(2) .

sg klasyczne i dobrze znane.

Rozwigzanie zadania M 1220.
Oznaczmy przez P punkt symetryczny do
punktu M wzgledem punktu A (rys.).

Woéwecezas proste DM i CP sa réwnolegtle,
a punkt M jest srodkiem odcinka PE.
Na mocy réwnosci PM = EM = CM
punkt M jest §rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie PEC, skad wynika, ze

L PCE = 90°. Zatem proste DM i CE

sg prostopadte.

M

Dzielniki Fermata Wtodzimierz HOLSZTYNSKI

1. Wstep

Dzielniki Fermata to wigksze od 1 dzielniki liczb Fermata F(n) := 22" + 1
dlan=0,1,.... Zatem F(0) = 3,F(1) =5,F(2) = 17,.... Liczby niebedace
dzielnikami Fermata nazywamy niedzielnikami Fermata.

Kazde dwie rézne liczby Fermata sa wzglednie pierwsze (Goldbach). Dlatego
dzielnik Fermata jest dzielnikiem tylko jednej liczby Fermata.

Na to, zeby liczba postaci 2F + 1 byla pierwsza, konieczne jest, zeby k bylo
postaci 2". Fermat przypuszczal, iz warunek ten jest takze dostateczny, czyli

ze kazda F(n) jest pierwsza. Jest tak dla n = 0,1, 2, 3,4, ale Euler wykazal

(co Fermat przegapil), ze F(5) jest zlozona. Potem udowodniono zlozonosé
nastepnych kilku liczb Fermata, a o zadnej nowej nie pokazano, ze jest pierwsza.
Choc¢by dlatego warto zajac sie dzielnikami Fermata: dawni mistrzowie
koncentrowali si¢ na kolejno ustalonej liczbie Fermata, i szukali jej dzielnikow;
w niniejszym artykule bedziemy skupiaé si¢ na kolejno ustalonej liczbie pierwszej
i sprawdzaé, czy jest ona dzielnikiem jakiejkolwiek liczby Fermata (wigkszo$é
liczb pierwszych odrzucimy).

2. Okresowos$¢ liczb Fermata mod p

Liczby Fermata sa nieparzyste. Poczatkowe dwie nieparzyste liczby pierwsze,
315 sa liczbami Fermata, a wiec dzielnikami Fermata. A 77 Nalezy sprawdzi¢
nieskoriczenie wiele podzielnosci 7|F(n). A jednak uczynimy to w skonczonej
liczbie krokow. Skorzystamy ze wzoru rekurencyjnego:

(1) Fin)=Fn-1)—-1)>%*+1 dlan=1,2...

Rozpatrzmy ciag liczb Fermata mod 7, albo ogdlniej mod p, dla dowolnego
p=2,3,....Jezelik <niF(k)=F(n)modp, to F(k+1)= F(n+ 1)modp
(na mocy wzoru rekurencyjnego), wiec ciag F'(k), F'(k 4+ 1), ... bedzie mial
okres n — k. Ale klas mod p jest tylko p. Wiec F (k) = F(n) modp dla
pewnego k oraz n, spetniajacych 0 < k < n < p. Zatem p dzieli jedna z liczb
F(0),...,F(p—1), albo nie dzieli zadnej liczby Fermata:

Twierdzenie 1. Jezelip > 1 oraz p|F(n), to p > n.

Dla wygody rachunkowej wprowadzmy B(n) := 22", skad B(n) = (B(n — 1))?
dlan=1,2,...,oraz F(n) = B(n) + 1 dlan=0,1.... Sprawdzmy, czy 7 jest
dzielnikiem Fermata:

n 011
B(n)mod 7
F(n)mod7

— nie jest. (W ten sposob prosty program komputerowy moze blyskawicznie
znalez¢ wszystkie dzielniki Fermata, ktoére przez trzy wieki mozolnie odkrywali
matematycy w przedkomputerowych czasach.)

3. Dzielniki Fermata mod 4

Niech p|F(n) dla n > 0. Wtedy kongruencja r? = —1 mod p ma rozwiazanie, na
przyklad z := B(n — 1) = F(n — 1) — 1. Dla p pierwszego oznacza to, na mocy
twierdzenia Eulera, ze p = 1 mod 4.

Twierdzenie 2. Wszystkie pierwsze dzielniki Fermata p przystajg do 1 mod 4,

z wyjgtkiem p = 3.

Tak wiec 315 sa liczbami Fermata, 7 oraz 11 = 3mod 4, wiec nie sa dzielnikami,
i dopiero liczba pierwsza 13 znowu ma szanse by¢ dzielnikiem Fermata —
sprawdzmy:

n
B(n)mod13 |2 |4[3| 9 |3
F(n)mod13 |3 |5 (4] 10

— nie jest.



Juz Buler wiedzial, ze kazdy dzielnik 4, Zastosowanie Malego Twierdzenia Fermata (MTF)
pierwszy liczby Fermata F'(n) daje

reszte 1 z dzielenia przez 211, Niech p|F(7’L) dla JUS P, Sk@d 22n+1 =1 modp. Takze 2P~1 =1 modp (MTF), wiec

a pod koniec XIX wieku E. Lucas 2% = 1modp dla k := gcd(2"*!, p — 1); zauwazmy, ze wéwczas k | gorda(p=1)
pokazal, Ze jest to prawdziwe takze

dla modulu 272, Niedawno Kzizek, = Twierdzenie 3. Jezeli p € P jest dzielnikiem Fermata, to 22" = 1modp dla
Luca i Somer (J. Number Theory t := ords (p _ 1); wiec p < 22t .

97, 2002, 95-112) pokazali, ze suma

odwrotnogci dzielnikéw pierwszych Czyni to algorytm poszukujacy dzielnikéw Fermata znacznie efektywniejszym.
wszystkich liczb F'(n) jest zbiezna. Wsréd pierwszych p = 1 mod 4, po niedzielniku 13 i pierwszej liczbie Fermata
Wiele dalszych informacji, tacznie 17, nastepnym kandydatem na dzielnik Fermata jest p := 29 = 7-22 + 1. Ale

z wynikami poszukiwan numerycznych,

mozna znalezé na stronie internetowej
2t d . . , . i

www.prothsearch.net/fermat .html Teze 2¢ = 1modp (tw. 3) mozemy przepisa¢ w postaci p|F(t) — 2.

Wiadystaw Narkiewicz Ale 7 réwnania (1) otrzymujemy:

22" =16 < 29, wiec 29 nie jest dzielnikiem Fermata.

(2) F(t)—2:tl:[F(k) dlat=1,2...
k=0

Zatem twierdzenie 3 mozemy réwnowaznie napisaé tak.

Twierdzenie 4. Jezeli p € P jest dzielnikiem Fermata, to p|F(s) dla pewnego
s <orda(p—1).

Poniewaz F'(s) jest pierwsza dla s < 5, to otrzymujemy wniosek.

Twierdzenie 5. Jedyne pierwsze dzielniki Fermata p, dla ktorych
orda(p — 1) < 6, to liczby Fermata F(s) dla s < 5.

5. Wyliczenia (bez komputera)

W $wietle twierdzenia 5 pozostali nam do badania kandydaci ze zbioru

{p € P: p=1mod64}, czyli liczby pierwsze wystepujace w ciagu
arytmetycznym 64 - a + 1. Dla a = 2mod 3 oraz a = 1 mod 5 otrzymujemy
wyrazy zlozone, wiec mozna ograniczy¢ sie do a =0,3,4,7,9,10,12,13 mod 15.
Sporo wérdd nich jest pierwszych: 193,257,449, 577,641,769, ... (dla

a =13 = —1mod 7 otrzymujemy wyraz podzielny przez 7; dla a := 15
otrzymujemy 961 = 312). Sprawdzmy kolejnych kandydatéw p. Dzieki
twierdzeniu 3, ponizsze tabelki rozciagaja sie tylko po s = orda(p — 1) — 1.

Dla p := 193 = 26. 3 + 1 mamy: Kolej na 577 = 2% -9 + 1:
s 0Oj1)1213)1 4715 s o(1(21] 3 | 4|5
B(n)mod193 | 2 | 4 | 16 | 63 | 109 | 108 B(n)mod577 | 2| 4| 16 | 256 | 335 | 287
F(n)mod193 | 3|5 |17 | 64 | 110 | 109 F(n)mod577 | 3|5 | 17| 257 | 336 | 288

Wiec 193 jest niedzielnikiem. Nastepnie 257 = F(3). Co . o7 i

Popatrzmy na p — 449 — 26 -7 4 1: Znowu niedzielnik, 577. Pora na p := 641 =2 -5+ 1:
s 011 2 3 4 5

B(n)mod641 | 2 | 4] 16| 256 | 154 | 640

F(n)mod641 |3 |5 |17 [ 257 | 155 | 0

s ol1l2] 3] 415
B(n)mod449 | 2 | 4 | 16 | 256 | 431 | 324
F(n)mod449 | 3 | 5| 17 | 257 | 432 | 325

Liczba pierwsza 449 jest niedzielnikiem. Dzielnik! DowiedliSmy przy okazji, ze F(5) jest zloZona:
Twierdzenie 6. (Euler)
641|F(5).
Sprébujmy 769 = 28 - 3 + 1; rutynowy poczatek tabeli (s = 0, 1,2) pomijamy:
s 3 4 5 6 7

B(n)mod 769 | 256 | 171 | 19 | 361 | 360
F(n)mod 769 | 257 | 172 | 20 | 362 | 361

Niedzielnik. Pokazalismy, ze jedynymi dzielnikami Fermata < 1000 sa liczby
Fermata 3,5,17,257 oraz liczba 641.
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