Zmodyfikowane wielomiany i twierdzenie Erdosa
Czeslaw BAGINSKI*, Edmund R. PUCZYEOWSKI**

“Wydzial Informatyki, Politechnika Nierzadko zdarza sie, ze elementarnie brzmiace twierdzenie matematyczne ma
Bialostock . y . . L :

tatostocka skomplikowany dowdéd wymagajacy rozwazenia pewnej liczby szczegdlnych
“*Instytut Matematyki, Uniwersytet przypadkéw. I chociaz samo twierdzenie moze by¢ piekne i mie¢ wiele waloréw,

Warszawski ucigzliwy nudny dowdd to piekno moze zamazywaé. Na szczeScie, czasami

cala skomplikowana kombinatoryke mozna wyeliminowaé zrecznie dobrang
algebraiczng konstrukcja. W niniejszej notce chcielibyémy to zademonstrowaé
na przykladzie dowodu nastepujacego twierdzenia Erdésa.

Jezeli p jest liczbg pierwszq, to z dowolnego zbioru 2p — 1 liczb catkowitych mozna
wybrac p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

W dowodzie wykorzystamy pewne zmodyfikowane wielomiany dwéch zmiennych,
ktore teraz opiszemy. Na poczatek, przez Z, oznaczmy zbiér liczb 0,1,...,p—1
i wprowadZmy w nim operacje dodawania i mnozenia:

a ® b= reszta z dzielenia a + b przez p,

a ®b = reszta z dzielenia a - b przez p.

& Wiasnosci tak okreslonych dzialan sa podobne do wlasnosci zwyklych dzialan
Rozwigzanie zadania F 724. dodawania i mnozenia liczb (sa one np. przemienne i laczne). W jakims$ sensie
Pocisk wzniesie si¢ na wysokosé .. . . . , .
; sa one nawet prostsze. Na przyklad, niejednego ucznia moze ucieszy¢ to, ze
u . . . .
H=2o dla dowolnych a,b € Zj, (a @ b)P = a? & bP. Odnotujmy tez, ze w Z, zachodzi

1 (p—1) =0. W efekcie p — 1 oznaczamy przez —1.

gdzie u to predkos$é pocisku po przebiciu
kuli. Z prawa zachowania pedu mamy, ze ., . . . , , . .
Przez G oznaczymy zbiér wszystkich jednomianéw dwoch zmiennych z iy,

mu =mv — MV =muv— My/2gh, ktorych stopien ze wzgledu na kazda ze zmiennych nie przekracza p — 1,

zatem " tzn. G = {2%y7 : 0<i,j < p—1}. W zbiorze tym wprowadzamy zwykla
u=v——/2gh operacje mnozenia jednomianéw, ale w trosce o to, by iloczyn dwéch dowolnych
Stad otrzymujemy, ze: elementéw z G nalezal do G, wyktadniki redukujemy modulo p. Innymi stowy
(v— M \/Qg_h)z przyjmujemy, ze z? = 1 = yP. Oczywiscie przyjmujemy takze 2° = 3% = 1.
= T Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnego g € G, jesli g # 1, to ¢" = 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy p dzieli n.

Teraz przez Z,|G] oznaczymy zbiér wszystkich wielomianéw zmiennych z i y,
o wspoétczynnikach nalezacych do Zy, ktérych stopnie ze wzgledu na kazda

ze zmiennych nie przekraczaja p — 1:
ﬁ p—1
Rozwigzanie zadania M 1218. Zp[G] = { E aijzzyj D € Zp}.
OdpowiedZ: Takie ponumerowanie nie i,j=0
istnieje.

Takie wielomiany mozemy dodawac i mnozy¢, tak jak dodaje si¢ i mnozy
zwykle wielomiany liczbowe, tyle, ze wprowadzamy dodatkowsa regule, ze jesli
w wyniku mnozenia pojawia sie jednomiany 2*3', gdzie wyktadniki k& lub

Zalézmy, ze kolejne wierzchotki 20-kata
foremnego sa ponumerowane liczbami
ai,az,...,a. Wtedy

a1 + as + as + ag < 42 l sa wicksze od p — 1, to najpierw takie wyktadniki redukujemy modulo p,
az +as +as +as < 42 a nastepnie w otrzymanym wielomianie redukujemy wyrazy podobne. Ponadto
() o wspolezynniki wielomianéw mnozymy i dodajemy wedlug regul dzialan w Z,,.

az0 + a1 + a2 + az < 42

Dodajgc nieréwnosci () stronami,

Dzialania okreslone w Z,[G] maja wlasnosci podobne do podstawowych
wlasnosci dziatan na wielomianach o wspélczynnikach liczbowych. Tutaj jednak

uzyskujemy zaleznosé . , . . . , . L,
iloczyn dwdéch niezerowych wielomianéw moze by¢ rowny zero.

4-(a1+az2+...+az)<20-42,
ktéra 7 kolei jest réwnowazma nieréwnosci W zbiorze Z,[G] rozwazmy zbiér w(G) wszystkich wielomianéw postaci
4-(1+2+...4+20) < 20-42, p—1 o
(i — , ,
czyli 840 < 840. > aii(z'y 1). Zauwazmy, ze

1,j=0
Wobec tego at pat ane
obec ego‘d?y -rvo7[-)‘a. rywane o (Ekyl 1= (l’k . 1)yl + yl 1=
ponumerowanie istnialo, w nieréwnosciach 3 k1N ] 9 -1
(%) musza zachodzi¢ réwnosci. Stad = ((E — 1)(1 +rx+x"+...+x )y + (y — 1)(1 + Yy + Yy + ...+ Y ) =
w szczegdlnosei uzyskujemy = (.T — 1)@ + (y — 1)6

Grtaxtastar=atatant o, (ly odpowiednich a, B € Z,[G]. Wynika stad, ze jeéli ai, ..., a, € w(G), to

li a1 = as. Otrzymali$my $, . . . : . .
;i{/; ilwy::i)(ie nijﬁ/ni o Sprzzcmz;c' aq - ... oy jest sumg elementéw postaci (z —1)™(y — 1)"¢, gdzie m,r sa liczbami
yz 4% 1,02, ...,020 5 . .. . . e e . . .
réime. calkowitymi nieujemnymi takimi, ze m 4+ r = n oraz ¢ € Z,[G]. Zauwazmy takze,
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ze (x —1)P =aP — 17 =0 = (y — 1), a zatem jesli m > p, to
(x—1)™=(y—1)™ =0. Jedli teraz aq, ..., azp—1 € W(G), to

Qp Qg ... Qp_1 =0.
Rzeczywiscie, po uwzglednieniu postaci czynnikéw i ich wymnozeniu, iloczyn po
lewej stronie tej réwnosci stanie sie suma elementéw postaci (z — 1)™(y — 1)"¢,
gdzie m + r = 2p — 1. Zatem albo m > p, albo r > p, co oznacza, ze kazdy
sktadnik tej sumy jest rowny zero.

Wyposazeni w te wiedze¢ mozemy przystapi¢ do dowodu twierdzenia Erdosa.

% S Ay Zalézmy wiec, ze ni,na, ..., N2p—1 53 danymi liczbami catkowitymi. Mozemy je
C zastapic ich resztami modulo p i zalozy¢, ze sa one nieujemne i nie przekraczaja

p — 1. Niech

g1 ="y, g2 =2y, ... g1 =a"""y.
2 Oczywiscie g1 — 1,92 — 1,...,92p-1 — 1 € w(G).
[ 4

pb Zatem (g1 —1)(g2 —1) - ... (92p—1 — 1) = 0. Rozwijajac lewg strone tej
i réwnosci, otrzymamy wielomian, ktory jest suma —1 oraz jednomianéw
/ postaci £g;, ... gi,, gdzie k nie przekracza 2p — 1. Zauwazmy, ze w sklad
/ wyrazu wolnego tego wielomianu wchodza oprécz —1 jednomiany, dla ktérych
/ 9i1Giy * - - -+ i, = 1. Poniewaz jest on réwny 0, wiec dla pewnego k oraz
il,ig, PN ,ik takich, ze 1 < k,il,iQ,. . ,ik < 2p— ]., mamy gi, Giy * - -« Giyy = 1.
To za$ oznacza, ze x™i izt -tk — 1 W efekcie ami izt oty = 1
oraz y* = 1. Z tych réwnosci wynika, ze k oraz n;, +ni, + ...+ n;, sa
podzielne przez p. Poniewaz jednak 1 < k < 2p — 1, wiec k = p. Zatem suma,
Ngy + Ny + ...+ ng,, p sposrdd liczb ny, na, ..., n2p_1 jest podzielna przez p
i dowdd zostal zakonczony.

Rozwigzania zadan lingwistycznych
1. umi-kumama-hiku, lua iako me ka iwa, hiku iako me ka ono, mano me ka lua lau me ka iako me ka lima.

2. Z analizy przykladéw mozna doj$é do tego, ze jezyk ten postuguje sie systemem dwudziestkowym (inne mozliwe bazy —
widaé, ze w gre wchodza tylko dzielniki szesédziesiatki — tatwo wykluczy¢). Liczebniki ,n-nascie” z zadania sa tworzone jako
10(la”)+n. Dwudziestki (,kal”) z rzedem jednosci taczy wyraz yete. Zatem: 43=ka kal yete o8, 72=08 kal yete la ka,
100=ho kal, 139=uak kal yete la bolon, 355=la uuk kal yete la ho, 360=la uasak kal.

3. Mansyjskie nazwy liczebnikéw tworzone sa w nastepujacy sposob:

5 at 50 atlow

6 x0t 60 xOtlow

8 nollow 80 nolsat

9 ontollow 90 ontolsat
10+ « a-xujplow 100« a-sat
10(8—1) + « (1083) nopel « 100(6 — 1) + « (1008)-n «
90 + « 90« 900 + o 900«

a) 405, 76, 819; b) xotlow nopel fiollow, fiolsat, followsatn xotxujplow.

4. Nazewnictwo liczebnikéw bazuje na systemie dwudziestkowym (ogun X = 20 - X). Rzedy wymieniane sa w kolejnosci
rosnace] (jednosci, dziesiatki/dwudziestki). Liczby postaci 10(2n + 1) wyraza sie jako ewa din ogun (n + 1). Do/od pelnych
dziesiatek dodaje sie (I-) jednosci do 4 lub odejmuje (din) od 1 do 5. Zatem: a) 144, 45; b) okan, eje, eji l-ewa din ogun eta,

okan din ogun arun.

Rozwigzanie zadania M 1217.

Niech a bedzie dtugoscia boku szeiciokata ABCDEF. Wéwczas [ABCDEF) = $a*V/3, gdzie [F]
oznacza pole figury F.

Niech P bedzie punktem przecigcia prostych EF i AB, @ punktem przecigcia prostych AB i CD,

a R punktem przeciecia prostych CD i EF. Kazdy z tréjkatéw PFA, QBC, RDE jest réwnoboczny
o boku dlugosci a. Wobec tego tréjkaty SAB, SPA i SBQ maja réwne pola — kazdy z nich ma
podstawe dlugosci a i jednakowa wysoko$é opuszczong na te podstawe. Zatem [ABS]| = %[PQS] .
Analogicznie uzyskujemy réwnosci

[CDS] = %[QRS] oraz [EFS] = %[RPS].

Poniewaz tréjkat PQR jest réwnoboczny o boku 3a, wiec na mocy otrzymanych zalezno$ci

uzyskujemy

[ABS] + [CDS] + [EFS] = %([PQS] + [QRS] + [RPS]) = %[PQR] = % : <3uZ‘/§ = %[ABCDEF].
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