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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
450 (WT = 3,25) i 451 (WT = 1,15)
z numeru 1/2008
Radostaw Poleski — Kotobrzeg 21,89
Krzysztof Magiera — Losiéw 16,00

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 462, 463

Redaguje Jerzy B. BROJAN

462. Dwa statki spoczywaja obok siebie na morzu.

Jedli nie ma zadnego wiatru ani pradéw wody, to czy
oddzialywanie grawitacyjne spowoduje zblizenie si¢
statkéw (choéby bardzo powolne)? Czy odpowiedZ moze
zaleze¢ od rozkladu masy wewnatrz statkow?

463. Kulisty balonik zawiera lekki gaz i dzieki temu
unosi si¢ w powietrzu w stanie rownowagi. Jego
powloka rozciaga sie sprezyécie, a energia sprezystosci
jest proporcjonalna do powierzchni balonika (wtedy
nadwyzka ciSnienia we wnetrzu jest odwrotnie

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2008

458. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 0,208 T
biegng elektrony po linii Srubowej (helisie). Rzut helisy na plaszczyzne
prostopadla do pola jest okregiem o promieniu r = 0,755 mm,

a czestotliwosé krazenia po tym okregu wynosi f = 5,77 GHz.

Ile wynosi skok helisy? Jaka jest dokladnosé¢ wyniku, jesli kazda

z podanych wielko$ci jest znana z doktadnoscia do jednosci w ostatniej
podanej cyfrze? Masg i tadunek elektronu wziagé z tablic.

458. 7 przyréwnania silty Lorentza do sity dosrodkowe;j
wynika wzor na czestotliwosé krazenia elektronu
eB eB
= = /1 — v2/c2
f 2tm,  27m vi/e,
gdzie m, jest ,masa relatywistyczna’ (termin czesto
spotykany, lecz chyba niezupelnie poprawny). Stad
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gdzie oznaczyliSmy prostopadla do pola sktadowa predkosci
jako v1, a réwnolegly jako ve. Dana warto$¢ promienia helisy
r pozwala wyznaczy¢ sktadowa v = 27 fr. Skok helisy s jest
dany wzorem s = voT = v2/f. Podstawiajac v z powyzszych
wzorbéw, otrzymujemy

2 2

s = (%) (1 — (27;]271) ) — (2nr)?.
Przyjmujac m = 9,108 - 103! kg oraz e = 1,602 - 10~ *° C,
znajdujemy s w granicach od zera do okoto 8 mm —
minimalng warto$¢ otrzymujemy w wyniku podstawienia
B =0,207 T, f = 5,78 GHz, a maksymalna dla przeciwnych
odchylen. Doktadno$é wyniku jest bardzo niska, gdyz
dana wartos¢ f jest tylko nieznacznie mniejsza od wartosci
nierelatywistycznej 5,82 GHz (otrzymanej z podstawienia
my =m), co w koficowym wzorze znajduje odbicie w tym,
ze odejmujemy od jednoéci wielko$¢ nieznacznie od niej
mniejsza.
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proporcjonalna do promienia balonika — faktu tego
nie trzeba dowodzi¢). Jak zareaguje balonik - uniesie
sie do gory, opadnie, czy pozostanie w réwnowadze
— gdy temperatura wzrosnie, pozostajac jednakowa
wewnatrz i na zewnatrz? Jak zareaguje na wzrost
ci$nienia zewnetrznego? Jaki powinien by¢ zwiazek
miedzy temperaturg a ciSnieniem zewnetrznym, aby
przy ich zmianie balonik pozostawal w réwnowadze?
Powloka jest cienka, a jej wladciwosci sprezyste nie
zmieniaja sie z temperatura.

Przypominamy tres¢ zadan:

459. Nad cieczg dielektryczng na wysokosci H umieszczono tadunek
punktowy, a w wyniku tego poziom cieczy pod tadunkiem podniést
sie na wysoko$é h (przy czym h < H). Na jakg wysoko§é podniesie
si¢ poziom cieczy, gdy podwoimy H? Rozmiary naczynia sg duze, tak
ze z dala od tadunku poziom cieczy pozostaje staly. Mozna przyjac
zalozenie upraszczajace: pole nad ciecza jest takie, jakby wszedzie
wokét tadunku bytlo tylko powietrze, a pole w cieczy — takie, jakby
cala przestrzen byta niag wypelniona.

459. Zgodnie z przyjetym zalozeniem wielko$é¢ D = epe, E
nie zalezy od tego, jaka cze$¢ przestrzeni zajmuje ciecz,
i pozostaje réwna
D =Q/r*
(a w obszarze istotnym dla powstania ,gorki” jest réwna

Q/H 2). Energia pola elektrycznego na jednostke objetosci
wynosi

1 2 D
Zeoe B2 = ,
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zatem wprowadzenie cieczy o statej dielektrycznej e,
powoduje zmniejszenie tej energii o wielkos¢ proporcjonalng
do kwadratu D. Objetos¢ ,gorki”, przez ktora nalezy
pomnozy¢ powyzsze wyrazenie, jest proporcjonalna do h®
(dalsze wnioski beda zreszta stuszne dla dowolnej zaleznosci
potegowej). Z drugiej strony, wzrost energii grawitacyjnej
cieczy jest réwny tej objetosci pomnozonej przez pgh/2
(jesli srodek masy ,gbrki” jest na wysokosci h/2; wartosé
utamka 1/2 znéw nie ma istotnego znaczenia) — zatem
proporcjonalny do h*. Calkowita energia E. zalezy wiec od
h zgodnie ze wzorem

E.(h) = Ah* — BR®.
Ustalenie wysokosci h wynika z warunku minimum
catkowitej energii, skad otrzymujemy, ze h jest
proporcjonalne do B. Z kolei B jest proporcjonalne —
jak napisaliémy wyzej — do kwadratu D, czyli do 1/H4.
Podwojenie H spowoduje 16-krotny spadek wartosci h.
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Zadania z matematyki nr 565, 566

Redaguje Marcin E. KUCZMA

565. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym |<BAC| = |<EAD],
|<BCA| = |x<EDA|, przy czym |AB| > |AE|. Przekatne AC i BD przecinaja
sie w punkcie P; przekatne AD i CE przecinaja sie w punkcie . Dowiesc,

ze odcinki AP i AQ maja jednakowa dtugoéé wtedy i tylko wtedy, gdy pole
trojkata AC'D jest érednia geometryczna pél tréjkatéw ABC i ADE.

566. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 3 i niech n = (47 — 1)/3.
Wykazaé, ze liczba 27~ — 1 jest podzielna przez n.

30 XI 2008
Zadanie 566 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2008
Przypominamy tres¢ zadan:
561. Cigg nieskonczony ag, a1, az, ... jest okreslony wzorem 562. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, w ktérym

rekurencyjnym

dans1 = (ao+a1+az+...+a,)> =1 dlan=0,1,2,... ;

|AB| = |AC|. Punkt F' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ACD,
wewnatrz tréjkata ABC. Okrag przechodzacy przez punkty B, D, F
przecina bok AB w punkcie E. Dowie$é, ze

wyraz poczatkowy ag jest dowolng liczba z przedziatu (—1;1).

Wykazad, ze szereg nieskoniczony ao + a1 +az +asz + ... jest

|CD| - |EF| +|DF| - |AE| = |BD| - |AF|.

zbiezny. Czy jego suma jest liczbg wymierna? (odpowiedz moze zalezeé

od ag).

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
553 (WT =1,51) i 554 (WT = 1,87)
z numeru 1/2008

Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 45,47

Pawel Kubit — Krakéw 44,26
Jerzy Cisto — Wroctaw 43,72
Tomasz Tkocz — Rybnik 41,73
Marek Prauza — Poraj 38,23
Jerzy Olszewski — Suwatki 37,39
Jerzy Witkowski — Radlin 36,89

Grzegorz Karpowicz — nowa twarz w
Klubie 44. Pawel Kubit zas zalicza
czwartg runde.

561. Liczby sn =ao+a1+az+...+an (n=0,1,2,...), czyli sumy cz¢sciowe
rozpatrywanego szeregu, spelniaja zaleznosé rekurencyjna 4(sn+1 — sn) = s2 —1,
ktorg przepisujemy jako

Sn+1 = f(S")7
gdzie

f(az):m+x24_1.

Nalezy wykazaé zbiezno$é ciagu (s»).

Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (—2, —5/4), przechodzaca przez
punkty (—1,—1) i (1,1). Funkcja wypukla f jest wiec na przedziale (—1;1) rosnaca
i odwzorowuje ten przedzial w siebie, a jej wykres wewnatrz tego przedziatu lezy
ponizej prostej y = x:

ze(-L1) = f(z)e(-1;1), f(z)<ua.
Skoro so = aop € (—1;1), to z réwnosci snt+1 = f(sn) przez indukcje wynika, ze
wszystkie liczby s, leza w przedziale (—1;1), a przy tym sp41 < s, . Zatem ciag
(sn) jest malejacy i ograniczony, wiec zbiezny. Jego granica s musi spetniaé réwnanie
s = f(s) wraz z oszacowaniem s < ag < 1. Jedyna taka liczba jest s = —1 (wartosé
niezalezna od ag) — liczba wymierna.

562. Niech K bedzie drugim (poza F') punktem przeciecia prostej AF z okregiem
przechodzacym przez punkty B, D, F'; lezy on po przeciwnej stronie prostej BD niz
punkt F', wiec |« KBD| = |« KFD|. Czworokat AFDC jest wpisany w okrag; zatem
|« KFD| = |<ACD|. Z uzyskanych zaleznosci wynika, ze BK|AC, co daje réwnosé
pol [ABC| = [AK(C]. Stad
[ABC] — [ADC] = [AKC|] — [ADC],
czyli
[ABD] = [ADK] + [CDK)]
— czyli
|BA|-|BD|-sin ABD = |AK|-|FD|-sin KFD +|CD| - |BK]| -sin KBC.

Wystepujace w ostatniej réwnosci katy sa rowne, wiec ich sinusy stanowia wspélny
czynnik, ktéry mozna opuscié.
Okrag opisany na czworokacie BK F'E wyznacza wraz z siecznymi AB i AK pare
trojkatoéw podobnych: AAEF ~ AAK B. Otrzymujemy proporcje

|AF| |AE| |EF|

|AB| ~ |AK|  |KB|’
Mnozymy poprzednig réwnosé (juz bez sinuséw) przez wspélng warto$é tych trzech
ilorazéw i dostajemy teze zadania:

|AF|-|BD| = |AE|-|FD|+ |CD|-|EF|.
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