Moéwigc nieco inaczej, érednia wygrana
w tej grze jest réwna zeru. Zajmiemy si¢
ta kwestig ponizej.

Warto$é¢ oczekiwana EX zmiennej
losowej X o rozkladzie dyskretnym,
czyli przyjmujacej np. skonczenie
wiele wartoéci x1, z2,...
z prawdopodobienstwami wynoszacymi
odpowiednio p1, p2,..., pn, gdzie p; >0
dlai=1,2,...,n oraz

pr+p2+...+pn=1

jest réwne

7m'n.

EX =piz1 +p2z2+... +Pnn.

Wariancja D?X zmiennej losowej X
przyjmujacej skonczenie wiele wartosci
x1, T2,..., Ty 2 prawdopodobienstwami
wynoszacymi odpowiednio p1, pa2, ..., Pn
(spelniajacymi te same zalozenia,

co przy opisie wartosdci oczekiwanej)

jest warto$cig oczekiwana kwadratu
odchylenia zmiennej losowej od jej
wartosci sredniej i jest réwne D2X =
=E(X — EX)? =pi(z1 — EX)? +
+pa(ze — EX)? 4+ ... + pn(zn — EX)2.
Wariancje zmiennej losowej X oznacza si¢
tez czesto symbolem o2 (X).

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Inwestowanie na gietdzie,
czyli czy warto mierzy¢ ryzyko?
Mariusz BARYLO™

Zapewne kazdy z Czytelnikow bylby w stanie wytlumaczyé, co intuicyjnie
rozumie pod pojeciem ryzyka. Jezeli jednak zapytaliby$émy, jak to ryzyko
zmierzy¢, to okaze sie, ze nie jest wcale latwo udzieli¢ na to pytanie prostej
odpowiedzi (chyba ze Czytelnik juz o ktéryms ze sposobéw mierzenia ryzyka
styszal). Naukowcy od lat zajmuja sie tym problemem i wcigz powstaja coraz to
nowsze i bardziej wyrafinowane miary ryzyka.

Oczywiscie najpierw musimy sprecyzowaé, jakim konkretnie ryzykiem chcemy sie
zajmowac. Innym rodzajem ryzyka jest np. ryzyko zwiazane ze spadkiem kursu
akcji, a zupelnie innym ryzyko bankructwa firmy i zapewne réznymi metodami
nalezaloby prébowaé te ryzyka szacowac.

Aby zapoznac sie z jednym ze sposobéw mierzenia ryzyka, rozwazmy
nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie, ze Ania proponuje nam gre (nazwijmy
ja gra A) polegajaca na tym, iz rzucamy raz symetryczna (uczciwa) moneta

i jesli wypadnie orzel, to dostajemy zlotowke, natomiast jesli wypadnie reszka,
to my placimy Ani zlotéwke. Jest to tzw. gra sprawiedliwa, gdyz szanse
wygranej Ani i nasze sa réwne. Czytelnik zapewne zgodzilby sie po krétkim
namysle zagra¢ z Ania w taka gre — wida¢, ze mozemy sie wzbogaci¢ o zlotéwke,
a jesli nawet przegramy, to nic szczegélnie strasznego sie nie stanie. Stracimy
przeciez tylko ztotowke! Mozemy wiec $mialo powiedzieé, ze gra proponowana
przez Anie jest malo ryzykowna.

Dos$é podobna gre proponuje nam Bartek (nazwijmy ja gra B). Réwniez
rzucamy raz symetryczng moneta i jesli wypadnie orzel, to dostajemy 1000 zt,
jesli zag wypadnie reszka, to 1000 zl placimy Bartkowi. I ta gra jest sprawiedliwa
— przeciez szanse wygranej sa dla kazdego z grajacych takie same! Czy jednak
Czytelnik zgodzilby sie na zagranie w taka gre, gdyby nawet Bartek bardzo
nalegal?

Podejrzewam, ze nie! Zadajmy sobie wiec pytanie, dlaczego? Co rozni te gry?
Co sprawia, ze jedna z nich wydaje si¢ ,niegrozna”, w druga zas zagraliby$Smy
juz bardzo niechetnie? Bez watpienia czujemy, ze gra proponowana przez
Bartka niesie ze soba duzo wieksze RYZYKO — mozemy co prawda wiele zyskaé,
ale rowniez bardzo duzo straci¢. Jak jednak poréwnaé ryzyka, wiazace sie

z tymi grami? Wyznaczmy najpierw $rednie wygrane w kazdej z gier. Wygrana
w grze A jest zmienna losowa (oznaczmy ja przez X ), przyjmujaca dwie
wartosci: 1 z prawdopodobienstwem % (jest to szansa wyrzucenia orta w rzucie
symetryczng moneta) oraz —1 (strate rozumiemy jako ujemna wygrana) réwniez
z prawdopodobienstwem % (szansa wyrzucenia reszki). Zatem $rednia wygrana
w tej grze bedzie wartoscia oczekiwana zmiennej losowej, oznaczajacej wygrang
w grze A. Wynosi wiec ona EX = % 14 % - (=1) = 0. Analogicznie wyznaczamy
$rednia wygrang w grze B. Jest to wartosé oczekiwana zmiennej losowej Y,
przyjmujacej warto$¢ 1000 z prawdopodobienstwem % oraz warto$¢ —1000
rowniez z prawdopodobiefistwem 1. Zatem EY = 1 -1000 + 3 - (—1000) = 0.
Widzimy stad, ze wielko$¢ Sredniej wygranej nie rozréznia w zaden sposéb
naszych gier (méwi ona tylko, jak juz wczes$niej zaznaczylem, ze obie gry

sa sprawiedliwe). Kolejna miara, odnoszaca sie do zmiennych losowych, jest
wariancja. Jest to jedna z tzw. miar rozproszenia. Obliczymy teraz wariancje
wygranej w grze A. Jest ona réwna D?X = 1-(1-0)2+ 1. (-1-0)?=1.
Wariancja wygranej w grze B wynosi za§ D?Y = % - (1000 — 0)2 +

+ % - (=1000 — 0)% = 1000 000. Mamy wiec coé, co wyraznie odréznia nasze

gry! Gra A ma wariancje malutka, gra B za$ olbrzymia. Jednak po chwili
refleksji widzimy, ze wariancja, jak na miare ryzyka zwigzanego z naszymi grami,
jest nieco ,przesadna’. Gdyby wyciagnaé pierwiastek z wariancji wygranych,
otrzymalibySmy tzw. odchylenie standardowe (oznacza sie je symbolem DX lub
0(X)), wynoszace odpowiednio 1 i 1000. Widzimy wiec, Ze jest to w naszym
przypadku calkiem niezla miara ryzyka! Nie do$é, ze dla malo ryzykownej
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Jezeli na poczatku ustalonego okresu
dana akcja miata notowanie Cj, a na
koncu Cy, to stopg zwrotu w tym okresie
nazywa sie stosunek zysku (moze on

by¢ ujemny!) z zakupu tej akcji do
poczatkowego jej kursu (zakladamy,

ze kursy uwzgledniaja juz ewentualne
wyplacane dywidendy). Stopa zwrotu
jest zatem réwna R = C"c;pcp. Warto
zauwazy¢, ze stopa zwrotu moze

mieé warto$é¢ dowolnie duza, jednak
najmniejsza jej wartoscia jest —1, co
odpowiada sytuacji, gdy notowanie
akcji na koncu interesujacego nas okresu
wyniesie 0, czyli stracimy wszystkie
zainwestowane pieniagdze.

Jezeli w wybranym okresie historycznym
mamy wyznaczonych n stép zwrotu,
wynoszacych kolejno R1, Ra, ..., Rn,

to oczekiwang stope zwrotu z inwestycji
w dang akcje w tym okresie liczymy jako
warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej,
przyjmujacej n wartoéci Ry,..., Ry

z réwnymi prawdopodobienstwami %
Czytelnicy znajacy podstawowe pojecia
statystyki matematycznej zauwaza,

ze jest to oczywiscie tzw. estymator
nieobcigzony wartosci oczekiwanej

stopy zwrotu. Mamy wigc wzor

R=1 E::1 R: (méwiac prosciej,
historyczna oczekiwana stopa zwrotu
jest zwyktla Srednig arytmetyczng
poszczegdlnych stép zwrotu). Odchylenie
standardowe stép zwrotu szacujemy zas$

n
1 —
. E (R; — R)2,
n—1
t=1

gdzie R jest wyznaczong wczesniej
oczekiwang stopg zwrotu (jest to
jeden z kilku uzywanych estymatoréw
odchylenia standardowego).

ze wzoru

gry A przyjmuje malg warto$é, a dla bardzo ryzykownej duza, to jeszcze te
wartosci sa akurat réwne mozliwej stracie lub zyskowi (tak dobrze jest tylko dla
tak prostej gry symetrycznej).

Mielismy sie jednak zajmowacé gieldg i ryzykiem tam wystepujacym, zatem czas
przejéé do ryzyka, zwigzanego z akcjami. Kazdy, kto styszal o gieldzie, wie,

ze najbardziej typowym zajeciem inwestoréw jest kupowanie i sprzedawanie
akcji wybranych spélek, notowanych na gieldzie. Inwestorzy staraja sie to robié
w ten sposéb, aby oczywiscie zyska¢ mozliwie duzo. Niektorzy obserwuja tylko
zmiany kurséw akcji i staraja sie wybiera¢ takie spotki, ktére np. w ostatnim
czasie zaczynaja zyskiwaé na wartosci i maja nadzieje, ze ta tendencja bedzie
sie utrzymywala w najblizszej przysztodci; inni czekaja na moment, kiedy akcje
jakiej$ spélki znacznie spadna i je kupuja, liczac na wzrost ich wartosci... Sa

to najprostsze sposoby, wymagajace jedynie obserwacji zmian stop zwrotu.
Oczywiscie, wymyslono rozmaite sposoby przewidywania, kiedy warto dana akcje
kupié, a kiedy sprzeda¢ (sa to metody nalezace do tzw. analizy technicznej).
My jednak przyjrzymy sie jeszcze innemu podejéciu do inwestowania na
gietdzie. Bedzie to spojrzenie na akcje nie tylko pod katem stopy zwrotu, ale
uwzgledniajace tez ryzyko.

Jakie ryzyko wiaze sie z zakupem akcji? Oczywiscie, niebezpieczenstwo spadku
ich wartosci! Nasuwa sie wiec pytanie, jak mozna by zmierzy¢ to ryzyko?
Przypomnijmy sobie, jak wygladala sytuacja z grami, proponowanymi przez
Anie i Bartka. Ryzykowna byla ta gra, ktéra charakteryzowala sie duza
potencjalna strata, czyli dla ktérej odchylenie mozliwych wynikow gry od
wartosci $redniej byto duze. Podobnie rzecz si¢ ma z akcjami: za bardziej
ryzykowng uznamy te, ktéra wykazywala w przesztoéci wieksze wahania,

gdyz wystepuje woéwczas wigksze niebezpieczenstwo, ze rowniez i teraz, po jej
zakupie, zmieni ona gwaltownie swa warto$é (oczywiscie, dla kupujacego grozny
jest tylko spadek wartosci akcji; niespodziewany duzy wzrost jest tylko milg
niespodzianka...). Moze wiec sprébowaliby$my uzy¢ poznanej przez nas miary
ryzyka — odchylenia standardowego — rowniez i do oceny ryzyka inwestowania
w akcje? Okazuje sie, ze jest to nienajgorszy pomyst i czesto tak wlasnie sie
postepuje. W tym celu nalezy najpierw wybraé¢ pewien interesujacy nas okres
historyczny (np. tydzien, miesiac, kwartal, rok, pieé¢ lat, itp.). Potem oszacowaé
tzw. oczekiwang stope zwrotu na podstawie danych historycznych o stopach
zwrotu w poszczegdlnych chwilach (np. dniach, tygodniach, itp.) wybranego
okresu. Teraz mozemy juz obliczaé ryzyko akcji, rozumiane jako odchylenie
standardowe stép zwrotu.

Zalézmy, ze w przeciggu ostatnich dwoch miesiecy cotygodniowe dane na temat
kurséw dwdch spolek ksztaltowaly sie nastepujaco.

X | 21,60
Y | 22,40

22,12
23,60

20,10
23,90

22,40
23,45

24,90
23,10

25,65
22,95

25,10
23,80

26,75
25,70

Mozemy wyznaczy¢ wiec stopy zwrotu w kolejnych tygodniach. Obliczamy

je tak, jak to zostalo wczedniej opisane, np. stopa zwrotu dla spétki X

w pierwszym tygodniu wynosi Ry = W = 0,024074, itd. W ten sposéb
dostajemy ciag tygodniowych stép zwrotu dla obu spélek (podajemy je

w procentach, jak sie to zwykle robi)

X | 2,4074
Y | 5,3571

—9,1320
1,2712

11,4428
—1,8829

11,1607
—1,4925

3,0120
—0,6494

—2,1443
3,7037

6,5737
7,9832

Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spétki X w wybranym przez nas
okresie dwéch miesiecy wynosi wiec 3,3315% (jest to Srednia arytmetyczna
liczb z pierwszego wiersza powyzszej tabeli). Natomiast ryzyko tej inwestycji
(rozumiane jako odchylenie standardowe stép zwrotu) wynosi

1
7—1

g =

(R; — 0,033315)2,

7
=1

t

gdzie za R; wstawiamy kolejne stopy zwrotu w poszczegdlnych tygodniach.
Wynosi ono 7,3471%. Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spétki Y
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Jezeli w wybranym okresie historycznym
mamy wyznaczonych n stép zwrotu,
wynoszacych kolejno R1, Ra,..., Rn, to
semiodchylenie standardowe stopy zwrotu
z inwestycji w dang akcje w tym okresie
obliczamy ze wzoru

o = nil tznl: ((Rt—l_z)f)z,

gdzie R jest wyznaczong wczesniej
oczekiwang stopa zwrotu, zas

(Rtiﬁ)fz{Rt—R gdy R: — R <0,
0 gdy Ry — R > 0.

Obszerne (i do$¢ zaawansowane od strony
matematycznej) oméwienie znanych miar
ryzyka zawiera praca Choosing a Right
Measure of Risk: A survey, Christian S.
Pedersen, Stephen E. Satchell, 1999, do
ktérej odsyltam Czytelnikéw, ktérym
nieobce jest pojecie calki.

w wybranym przez nas okresie dwoch miesiecy wynosi za$ 2,0415%, a ryzyko
liczone analogicznie jak w poprzednim przypadku jest réwne 3,7591%. Widzimy
wiec, ze co prawda w wybranym przez nas historycznym okresie inwestycyjnym
akcje spétki X mialy wieksza stope zwrotu niz akcje spétki Y, jednak odchylenie
standardowe stop zwrotu akcji spotki X jest wieksze. Do inwestora wiec

nalezy decyzja, czy wybraé akcje, charakteryzujace si¢ wieksza historyczna
stopa zwrotu, ale i wiekszym ryzykiem, czy tez zgodzi¢ si¢ na nieco mniejsza
stope zwrotu w zamian za mniejsze ryzyko. Niestety, w rzeczywistosci tak
wlasnie najczedciej bywa — im wyzsze stopy zwrotu osiagane przez akcje, tym
wieksze ryzyko sie z nimi wiaze. Na szczeScie istnieja metody porownywania

i wyboru waloréw ,lepszych” w pewnym okre$lonym sensie, jednak w tym
artykule nie bedziemy si¢ juz nimi zajmowac ... Zastanéwmy sie jednak nad
powiazaniem ryzyka inwestowania w akcje z odchyleniem standardowym stopy
zwrotu. Wiadomo, ze odchylenie standardowe jest tym wieksze, im wieksze jest
odchylenie poszczegdlnych stop zwrotu od ich wartosci éredniej. Niezaleznie od
tego, czy jest to odchylenie w gére czy w dol! Dla inwestora, jak juz wczesniej
wspomnialem, niebezpieczne jest tylko odchylenie w dé6t (spadek kursu akcji),

a odchylenie w gére jest wrecz korzystne! Nie nalezaloby wiec go chyba doliczaé
do wyrazenia, majacego mierzy¢ ryzyko ... To wlasnie rozumowanie uzasadnia
sensownos¢ wprowadzenia nowej miary ryzyka, zwanej semiodchyleniem
standardowym. Jezeli teraz obliczymy semiodchylenia standardowe w naszym
przypadku, to wyniosg one: 5,5719% dla stopy zwrotu sp6iki X oraz 2,4401%
dla stopy zwrotu spotki Y. Widzimy wiec, ze w nowym sensie inwestycja w akcje
sp6tki X réwniez niesie ze soba wigksze ryzyko (jednak odpowiednie wielkosci
sa mniejsze, gdyz uwzgledniliémy przy mierzeniu ryzyka jedynie spadki kursu
akcji).

Okazuje sie, ze mozna wprowadzaé wiele rozmaitych miar ryzyka, ktadacych
nacisk na rézne aspekty samego pojecia ryzykownoéci. Nie istnieje w zwiazku

z tym jedna, uniwersalna i dobra we wszystkich zastosowaniach miara ryzyka.
Widzimy jednak, iz nalezy podczas inwestowania zwraca¢ uwage nie tylko

na osiagane stopy zwrotu, ale i na ryzyko z tymi wynikami zwigzane. Jeden

z dzialéw matematyki finansowej, zwany analiza portfelowa, zajmuje sie
wlasnie, miedzy innymi, problemem wyboru inwestycji w takie walory, by (przy
uwzglednieniu pewnych zaleznosci miedzy tymi walorami) uzyskaé¢ mozliwie duza
stope zwrotu przy mozliwie minimalnym ryzyku. Jak jednak takiego wyboru
dokonad, to juz temat na osobna opowiesc. . .

Rys. 1
FE D
F C
Rys. 2 A B

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 723. Rozkladane zawieszenie na lampke (rys. 1), ktére ma cigzar @, jest zbudowane
z jednorodnych pretéw, potaczonych przegubowo. Wyznaczy¢ sile naprezenia nici
rozpietej miedzy punktami O i M.

Rozwigzanie na str. 17

F 724. Kula drewniana o masie M lezy na cienkiej podstawce. Lecacy z dotu pionowo
do géry pocisk o masie m oraz chwilowej predkosci v trafia kule centralnie i przebija
ja. Kula unosi si¢ przy tym na wysoko$é¢ h. Na jaka wysoko$¢ nad podstawke wzniesie
sie pocisk?

Rozwiazanie na str. 18

Redaguje Waldemar POMPE

Ponizsze zadania pochodzg z IIT Olimpiady Gimnazjalistow.

M 1216. Czy mozna tak przecigé szeScian ptaskim cieciem na dwie bryty o réwnych
objetosciach, aby w przekroju otrzymac pieciokat? OdpowiedZ uzasadnij.
Rozwiazanie na str. 8

M 1217. Punkt S lezy wewnatrz szesciokata foremnego ABCDEF (rys. 2).
Udowodnij, ze suma pdl tréjkatéw ABS, CDS, EFS jest réwna potowie pola
szesciokata ABCDEF.

Rozwigzanie na str. 19

M 1218. Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech kolejnych
wierzchotkéw suma ich numeréw byta mniejsza od 43 7 Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie na str. 18
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