Informatyczny kacik olimpijski (12) — najdtuzszy wspdlny podciag inaczej

W tym kaciku przyjrzymy sie z troche innej perspektywy bardzo znanemu

zadaniu.

Mamy dane dwa ciagi, Ay, ..

., A, oraz By, ..., B,,. Zadanie polega na

znalezieniu najdtuzszego wspolnego podciggu tych dwoch ciagoéw, czyli

Rozwigzanie zadania F 723.
Zatézmy, ze ni¢ wydluzyla sie o Al.
Wtedy caty uklad opusci si¢ o 3Al,

a érodek cigzkosci o 3Al. Praca
wydatkowana na przesuniecie srodka
cigzkodci jest réwna pracy rozciggnigcia
nici, czyli

3
EQAI = NAI.
Otrzymujemy stad, ze

Nﬁ:’,Q
=@

. A; i By, B, ..

najdhuzszego ciagu, bedacego jednoczesnie podciggiem A i B.

Wielu Czytelnikéw zapewne zna juz rozwiazanie. Oblicza si¢ w tym celu
tablice T', taka ze T; ; jest dlugoscia najdiuzszego wspélnego podciagu
fragmentow Aq, Ao, ..
W przeciwnym przypadku, jesli A; = By, to 15 ; = Tj—1,j—1 + 1. W koncu, jesli
nie zachodzi zaden z poprzednich przypadkéw, to T; ; = max(T; j—1,Ti—1,;)-

W ten sposéb, po wykonaniu O(nm) krokéw, otrzymujemy wartosé¢ Ty, .

Jedli najpierw obliczymy pierwszy wiersz tablicy T', nastepnie drugi itd. (lub,
analogicznie, najpierw pierwsza kolumne, potem druga itd.), to bedziemy siegaé
do komérek obliczonych najwyzej m (lub n) krokéw temu — a wiec zlozonosé

., Bj. Jeslii =0 1ub j =0, to Tj; = 0.

pamieciowa mozemy ograniczy¢ do O(min(n,m)).

FLatwo poszlo! No dobrze, a teraz zmienmy wariant. Zalézmy, ze mamy
gwarancje, iz zaden element nie wystepuje wiecej niz k razy ani w A, ani w B.
Mozemy oczywiscie pozostaé¢ przy naszym rozwigzaniu. Ale mozna tez znalezé

lepsze!

Gdzie tak naprawde w poprzednim rozwiazaniu dzieje
sie cala ,magia” — innymi stowy, w ktérym momencie
tak naprawde odnajdujemy fragmenty ciagéw, ktore

do siebie pasuja? Oczywiscie wtedy, gdy dodajemy
jedynke — czyli w momencie, kiedy wykonujemy operacje
T;; =Ti—1,j—1 + 1. Gdyby pomina¢ ten jeden krok,

to jedynym, co by$my robili, bytoby ,przepisywanie”
dotychczas uzyskanych wynikéw do kolejnych komoérek
tablicy.

Ograniczenie liczby wystapien tego samego symbolu
daje tez ograniczenie liczby wykonan operacji

T;j = Ti—1,—1 + 1. Jedli wybierzemy okreslone i, to
ile jest takich j, dla ktérych wykonamy ten krok?
Oczywiscie k, poniewaz wykonujemy go tylko wtedy,
gdy A; = B;. A wiec, globalnie, skoro 1 <17 < n, to
liczba takich krokéw w calym przebiegu algorytmu
jest ograniczona przez kn (jesli z kolei oszacujemy

z ,drugiej strony” — tj. zapytamy, ile jest takich 4
dla okreslonego j, ze A; = Bj, to otrzymamy drugie
ograniczenie, km).

Jakie zadanie z kolei spelnia reszta obliczen?
Powiedzmy, ze para indekséw (i, j) jest pasujgca,

jesli A; = Bj. W pozostatych krokach — w pewnym
sensie — kojarzymy pary pasujgce (i,j) w ciagi rosnace
(il,jl), (’ig,jg), ..., czyli takie, ze i1 <119 < ..., oraz

71 < jJ2 < .... W oryginalnym problemie takich par byto
duzo — dokladniej, mogto ich byé¢ nawet nm, jesli na
wszystkich pozycjach w obu ciggach znajdowalby sie
ten sam element. Sprobujemy wykorzysta¢ ograniczenie
ich liczby, aby przyspieszy¢ algorytm.

Na poczatek nalezaloby wyznaczyé¢ wszystkie pary
pasujgce. Mozna to robi¢ na wiele sposobow —

jednym z nich jest wrzucenie indekséw do kubetkow
odpowiadajacych elementom ciagdéw (mozna to zrobié,
przegladajac raz kazdy z ciagdéw). Potem w kazdym

17

kubelku taczymy indeksy z ciagu A z kazdym indeksem
w ciagu B.

Naszym celem jest ustawienie jak najwigkszego
podzbioru par pasujgcych w ciag rosnacy.
W szczegdlnosci, jedli wezmiemy tylko pierwsze
wspolrzedne tych par, to tez musza one tworzy¢ ciag
rosnacy. Uporzadkujmy wiec pary wedlug pierwszej
wspolrzednej. Teraz szukamy takiego podciagu tych
par, zeby roznily si¢ na pierwszych wspotrzednych, i aby
drugie wspotrzedne tworzyly ciag rosnacy. W tym celu
zmienmy jeszcze troche sposéb uporzadkowania par —
niech

(i1,51) < (i2,J2) <= i1 <iaV (i1 =d2 A j1 > ja2.)
Taka relacja na pewno porzadkuje pary rosnaco
wedlug pierwszej wspélrzednej. Co wiecej, jesli (iq, ja)
poprzedza w tym porzadku (ip, jp) 1 jo < Jb, to TéWniez
iq < ip. W takim razie, po posortowaniu par pasujgcych
wzgledem tak zdefiniowanego porzadku szukamy
podciagu par, ktéry spekia tylko jeden warunek —
drugie wspélrzedne maja tworzy¢ cigg rosnacy. Tym
samym sprowadziliémy nasz problem do problemu
znajdowania najdtuzszego podciggu rosnacego.

Dla problemu znajdowania najdtuzszego podciagu
rosnacego ciggu @ istnieja znane algorytmy, dzialajace
w czasie O(]|@Q] log||@Q]|) (o tym problemie byla tez
mowa w Logomotywach, Delta 7/2008). W naszym
przypadku daje to czas O(k min(n, m)log(k min(n,m)))
— co, dla odpowiednio malych k, jest ulepszeniem

w stosunku do O(nm). W kolejnym odcinku oméwimy
jeden z takich algorytméw. Bedzie on wykorzystywat
ciekawa, prosta do zaimplementowania strukture
danych, przydatna nie tylko w tym, ale i w wielu innych
zadaniach.
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