przykltad prostej rzeczywistej R, do ktérej w tym artykule ograniczymy nasze
rozwazania. Takie uogollnienie, czyli wlasnie miara, ma wiec by¢ funkcja m,
okreslona na pewnej rodzinie A podzbioréw prostej (tych, ktére z jej pomoca
; dadza si¢ ,zmierzy¢”) i przypisujaca im wartosci rzeczywiste nieujemne oraz
400. Oczywidcie, chcieliby$my przy tym, zeby malto skomplikowane zbiory,
np. odcinki, nalezaly do rodziny A i miara m przypisywala im ich dlugosci.
\,__/' Ponadto, miara zbioru nie powinna zalezeé¢ od jego potozenia na prostej, tzn.
miara zbioru nie powinna sie zmieni¢ po jego przesunieciu; méwimy wowczas, ze
m jest niezmiennicza na przesuniecia. Wreszcie, miara sumy dwéch roztacznych
( zbioréw powinna by¢ réwna sumie ich miar; méwimy wowczas, ze funkcja m
— jest skonczenie addytywna. Z uwagi na zastosowania w teorii catki i rachunku
prawdopodobienstwa zada sie od miary wiecej: miara sumy dowolnego ciaggu
zbioréw, z ktérych kazde dwa sa rozlaczne (czyli zbioréw parami rozlgeznych),
rowna jest sumie miar tych zbioréw; te wlasnoéé miary nazywamy przeliczalng
addytywnosciq.

)
Zbiory niemierzalne Piotr ZAKRZEWSKI"
Korzenie teorii miary siegaja tak podstawowych pojeé, jak dtugosé (np.
odcinka), pole (np. kola) i objeto$é¢ (np. kuli). Wraz z rozwojem matematyki
konieczne stalto si¢ uogélnienie tych pojeé¢ w taki sposob, zeby dalo sie
wzmierzy¢” coraz bardziej skomplikowane podzbiory danej przestrzeni — na

\
\

W roku 1902 Lebesgue wprowadzit pojecie miary, powszechnie uznawane za
satysfakcjonujace narzedzie, pozwalajace ,mierzy¢” zbiory, pojawiajace sie
w analizie matematycznej. Miara Lebesgue’a okreslona jest na rodzinie £

Przykladem zbioru niemierzalnego zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a, ktora jednak nie obejmuje wszystkich
w sensie Lebesgue’a jest tzw. zbior dzbiord tei: istniei bi . . I ic Leb 0. C . .
Vitaliego. Ma on dokladnic jeden clement POZPIOTOW proste]: istnieja zbiory niemierzalne w sensie Lebesgue’a. Co wigcej
wspélny z kazdym przesunieciem t +Q,  — 1 to jest znacznie bardziej zaskakujace — dla dowolnej miary m o dziedzinie

gdzie ¢ € R, zbioru liczb wymiernych Q. A (spelniajacej powyzsze warunki) istnieje zbiér taki A C R, ze A & A.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia o paradoksalnym rozkladzie przedzialu,
udowodnionego przez Banacha i Tarskiego w roku 1924. Przedzial [0, 1] mozna

podzieli¢ na parami rozlgezne zbiory Ag, A1, As,... w taki sposdb, Ze pewne ich
przesuniecia tg + Ao, t1 + A1, to+ Ao, ... tez sq parami rozlgczne i w sumie dajg
Gdyby wszystkie zbiory A; nalezaly przedzial [0,2]. Oczywiscie, takie ,cudowne podwojenie dlugosci” nie byloby
do A, to uzyskalibyémy sprzecznoéé mozliwe, gdyby wszystkie zbiory A; nalezaly do A — co najmniej jeden z nich
w nastepujacy sposob: jest wiec niemierzalny wzgledem m.
1=m([0,1]) = m(U Ai) = Nie istnieje zatem miara, ktora mierzylaby wszystkie podzbiory prostej,
ien przypisujac odcinkom ich dtugodci i spelniajac zarazem warunki przeliczalnej
o oo addytywnosci oraz niezmienniczosci na przesuniecia. Sytuacja jest jednak inna,
- Z m(A;) = Z mts + A;) = jesli decydujemy sie na ostabienie ktoregos z tych warunkow.
i=0 =0 I tak, w roku 1923 Banach udowodnil, ze istnieje niezmiennicza na przesunigcia

i skoriczenie addytywna funkcja m, okreslona na rodzinie P(R) wszystkich
—((Juws+40) = mito.2) =2 el ywna funkcja m, o na rodzime | .
podzbioréw prostej i przypisujaca kazdemu zbiorowi, nalezacemu do L, jego
miare Lebesgue’a (czyli przedluzajgca miare Lebesgue’a).
7Z kolei, jesli rezygnujemy z niezmienniczo$ci na przesuniecia, to mozna
L ) ) . rozwazaé hipoteze, ze istnieje przeliczalnie addytywna miara okreélona na
Wigcej o hipotezie continuum mozna . . . 5 . .o .
pracczytaé w artykule Miara licznodci P(R) i przedtuzajaca miare Lebesgue’a. Hipoteza taka, eliminujaca w pewnym
na str. 10. sensie problem zbioréw niemierzalnych, jest bardzo ciekawa, a jej konsekwencje
stanowiag zywy przedmiot badan. W szczegélnosci, pocigga ona za soba negacje
pewnych innych hipotez, dotyczacych wszystkich podzbioréw prostej, w tym, jak

Aksjomat wyboru méwi, ze dla dowolnej  pokazali Banach i Kuratowski w roku 1929, hipotezy continuum.
rodziny zbioréw niepustych, parami Wehodzi . b ii zbiord li . ‘i Ni .
roztacznych, istnieje zbior majacy chodzimy tu wigc w obszar teorii zbioréw, czyli teorii mnogosci. Nie powinno

7 kazdym ze zbioréw tej rodziny to budzi¢ zdziwienia, skoro rozwazania dotycza wszystkich podzbioréow prostej
dokladnie jeden element wspélny. — to wlasnie od aksjomatéw teorii mnogoéci zalezy, istnienie jakich zbioréw
uznajemy. W szczegélnosci, w roku 1970 Solovay pokazal, ze za istnienie zbioréw
niemierzalnych w sensie Lebesgue’a odpowiedzialny jest tzw. aksjomat wyboru.
Rezygnujac z aksjomatu wyboru, mogliby$my radykalnie pozby¢ sie problemu
zbioréw niemierzalnych, przyjmujac po prostu, ze kazdy podzbiér prostej
jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Poniewaz jednak aksjomat wyboru jest
“Instytut Matematyki, Uniwersytet niezbednym narzedziem w wielu dzialach matematyki, takie rozwiazanie jest nie
Warszawski do przyj(;cia.
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