Rys. 1

Rys. 3

Mota delld

Zabawy z miarg

Tangram to stara chinska zabawa, polegajaca na ukladaniu zadanych
figur z siedmiu klockéw, utozonych na rysunku 1 w kwadrat.
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Rysunek 2 ukazuje (w réznych pozach) zajaczka, utworzonego z tych
klockow.

Oczywiscie, pole kwadratu jest réwne polu zajaczka, Scislej, wielokata

w ksztalcie zajaczka. Dlaczego? Poniewaz obie figury skladaja sie

z przystajacych czesci, ktére w kazdej z nich stykaja sie tylko brzegami.
Wiemy, ze figury przystajace maja rowne pola, oraz ze jesli figura sktada
sie z mniejszych figur, ktére stykaja sie tylko brzegami, to pole calej
figury jest sumg pdl owych mniejszych figur sktadowych.

Mozna ten fakt wyrazi¢ inaczej: kwadrat i zajaczek maja réwne pola,
gdyz pocielismy kwadrat na kawalki, z ktérych utozyliémy zajaczka.
Nasuwa sie w takim razie naturalne pytanie odwrotne: czy, majac dwie
figury o réwnych polach, mozemy pocia¢ jedna z nich na kawalki, tak aby
mozna z nich byto ztozy¢ druga figure?

Na poczatek sprobujmy naszych sit na dwoch prostokatach o réwnych
polach, ale réznych bokach (rysunek 3): |AB|-|BC| = |EF|-|FG|, przy
czym |EF| # |AB| # |FG| (wiec i |EF| # |BC| # |FG|). PoprowadZmy
odcinek taczacy lewy gérny wierzchotek A pierwszego prostokata

z prawym dolnym wierzchotkiem G drugiego prostokata. Oznaczajac
odpowiednie punkty przeciecia tak jak na rysunku 3, stwierdzamy,

ze trojkaty ABK i HFG sa przystajace (Dlaczego? Tu moze si¢
przydaé¢ warunek réwnosci pél, a nawet znajomos¢ twierdzenia Talesa).
Przesuwajac zatem ten drugi wzdluz odcinka AG (a tréjkat KCG na
przystajacy do niego tréjkat AFEH), pokryjemy caly prostokat ABC D
kawatkami sktadajacymi sie na prostokat EFGD.
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Rys. 5

Rys. 6

Vab

Rys. 7

Rys. 8

Jest tylko jeden szkopul. Przeciez nie zawsze odcinek AG przetnie dolny
prostokat z lewej strony punktu J. Aby tak bylo, musi byé spelniony
warunek |EF| < 2|AB|. Ale c¢6z prostszego, jak pociaé prostokat, ktéry
tego warunku nie spelnia, na taki, ktéry go spelnial Wystarczy powtarzaé
ciecie pokazane na rysunku 4 az do skutku.
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Rys. 4

Tak wiec kazdy prostokat mozna tak pociaé, zeby z kawatkow ztozyé
dowolny inny prostokat o tym samym polu.

Mozemy teraz zajaé sie dowolnymi wielokgtami. Zapewne Czytelnik
zgodzi sie, ze jesli potrafimy pociaé¢ kazdy z dwoch wielokatow o tym
samym polu na kawalki, z ktérych mozna zlozyé jeden (sila rzeczy,

taki sam dla obu) kwadrat, to potrafimy takze pocia¢ jeden z tych
wielokatéw, tak by z otrzymanych kawaltkéw zlozyé drugi. Zajmiemy sie
zatem pocieciem wielokata na kwadrat. Zauwazmy, ze:

1. kazdy wielokat mozna pociaé¢ na tréjkaty (rysunek 5);

2. kazdy trojkat mozna pociaé na kawalki, z ktérych da sie utozyé
prostokat (rysunek 6) ...

3. ... a kazdy prostokat mozna pociac¢ tak, by ztozy¢ z niego dowolny
inny prostokat o tym samym polu — na przyklad kwadrat (rysunek 7).

W ten sposob udalo nam sie pokroi¢ wielokat, od ktérego zaczeliSmy
zabawe, na pewna liczbe kwadratéw o tacznym polu réwnym polu tego
wielokata. ChcieliSmy jednak otrzymaé jeden kwadrat. Przywolajmy wiec
na pomoc twierdzenie Pitagorasa, ktére pozwala z dwéch kwadratow
zrobié¢ jeden o tym samym polu. Jak? Pokazuje to rysunek 8.

Mamy zatem brakujace ogniwo:

4. 7z otrzymanych kwadratéw mozna zlozy¢ jeden kwadrat, ktérego pole
jest rowne polu wyjsciowego wielokata.

Nazwijmy dwa wielokaty rownowaznymi przez pociecie, jesli jeden z nich
mozna pociaé na kawatki, z ktérych mozna ztozy¢ drugi. Udowodnilidmy
nastepujace twierdzenie, znane od poczatkéw XIX wieku.

Twierdzenie Bolyaia—Gerwiena. Dwa wielokaty sa rownowazne przez
pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne pola.

Chcialoby sie powiedzie¢: nic bardziej naturalnego. Jakze mogloby
by¢ inaczej? Okazuje sie jednak, ze problem znacznie sie komplikuje,
gdy przejdziemy do przestrzeni trojwymiarowej. W poczatkach XX
wieku wykazano, ze istnieja bryly trojwymiarowe (na przyktad, dwa
czworos$ciany) o réwnych objetosciach, takie ze zadnej z nich nie
mozna otrzymac z drugiej przez pociecie (tym razem, na ,kawatki”
trojwymiarowe). Ale to juz zupelnie inna sprawa (patrz artykutl na
stronie 6).
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