Pole i objetosé
Marek KORDOS

W numerze poswigconym mierze nie sposéb pominaé
tych pierwszych, czyli zwyktych miar geometrycznych
(zwazmy, ze geometria ma miare w swojej nazwie).
Wydaje sig, ze wiemy o nich wszystko, bo przeciez
stykali$émy sie z nimi niemal od zeréwki. Okazuje si¢
jednak, ze i na ich temat mozna postawi¢ pytania

o nieoczywistych odpowiedziach.

Rozwazymy tu dwa takie pytania. Pierwsze z nich to:
czy polem prostokqta musi byé iloczyn dlugosci jego
bokow?

Piszac szerzej: czy mozna byloby, bez rezygnacji

z naturalnych wtasnoéci miary, tak zdefiniowaé pole,
by przyjmowalo ono jakie$ inne wartosci? W oczywisty
Sposob to samo pytanie mozna postawi¢ odnosnie
objetosci prostopadloscianu.

Moze od razu spiszmy te naturalne wlasnosci miary.

I.  Figury przystajace maja réwne miary.

II. Jesli dwie figury maja wspolny co najwyzej brzeg,
to miara ich sumy jest rowna sumie ich miar.

IIT1. Miara kostki jednostkowej (kwadratu, szescianu)
jest rowna 1.

IV. Miara kazdej figury jest nieujemna.

W szkole poznajemy wzory na miary réznych figur
plaskich i przestrzennych. Drugie pytanie to:

czy do Scistego obliczania pol wielokqtow i objetosci
wielo$cianow konieczna jest jakas wyzsza matematyka?
Wyrazajac si¢ precyzyjniej: czy odpowiednie wzory
mozna uzyskaé¢ elementarnie, to jest bez uzycia jakichs
poje¢ zwiazanych z nieskonczonoscia (ciagu, szeregu,
granicy itp.)?

Dla niedoceniajacych tych pytan dodajmy, ze pelne

odpowiedzi na nie matematycy uzyskali na poczatku
XX wieku, czyli dopiero sto lat temu. Droga wiodla

przez réwnania funkcyjne.

Znakomity artykul o réwnaniach funkcyjnych autorstwa Marka Kuczmy zamiesciliémy w Delcie 1(37)1977;
w tym tekscie jest wiele zapozyczen z tego artykulu.

Roéwnanie Cauchy’ego

W badaniu probleméw zwiazanych z miarg kluczowsa role
odgrywa réwnanie funkcyjne, zwane réwnaniem Cauchy’ego.
Réwnanie funkcyjne to problem, w ktérym poszukujemy
nie liczby, ale funkcji spelniajacej okreslone warunki.

W przypadku réwnania Cauchy’ego chodzi o nastepujacy
warunek:

(1) flx+y) = f(x) + f(y),

dla dowolnych rzeczywistych x i y.

Oczywiscie, kazdy bez trudu wskaze rozwiazanie tego
réwnania: sa to funkcje postaci f(z) = a - = dla dowolnej
stalej a. Augustyn Cauchy, ktéry odkryt znaczenie tego
réwnania w teorii miary, zauwazyl, iz nie umie odpowiedzieé¢
na pytanie, czy jest to rozwigzanie jedyne. Odpowiedz

na takie pytanie przyszta dopiero w 1903 roku, a do jej
sformutowania potrzebne byly nieistniejace w czasach
Cauchy’ego (pierwsza polowa XIX wieku) pojecia
matematyczne.

Zacznijmy rozwiazywaé to rownanie. Bez trudu stwierdzamy,
ze
f(0) = f(0+0) = £(0) + £(0), f(0)=0.
Podobnie, indukcyjnie dowodzimy dla dowolnego a, ze
fla-n)=n-f(a), bo
fla-(k+1)) =f(a-k)+ f(a) = k- fa) + fla) =
=(k+1) - fla)

Dalej f(%) = % - f(a), bo
o=t 2) = 5(2)
Wreszcie f(—a) = —f(a), bo
f(a) + f(~a) = fla—a) = (0) = 0.

Podsumowujac, dla dowolnej liczby wymiernej w (i dowolnej
liczby rzeczywistej a) mamy wiec

(2) fw-a)=w- f(a).
4

czyli

Oznaczajac f(1) = o, mamy

(3) fw)=a-w.

Okazuje si¢ jednak, ze w tym miejscu trop si¢ konczy — nie
ma sposobu, by na tej podstawie okresli¢ konkretna wartosé
f(x) dla niewymiernego x.

Mozemy jednak mysleé tak: oznaczmy f(v/2) = 3. Wowczas
na mocy (2) otrzymamy f(wv/2) =w - (3, co wigcej — wobec
(1) — dla dowolnych wymiernych w i v

fw+ov2) = f(w)+ f0vV2) =a-w+ - v.
Oczywiscie, dla a = 8 otrzymamy zwyktla funkcje liniows,
ale nie musimy czyni¢ takiego zalozenia — v/2 nie jest liczba
wymierna, wiec nie nastapi kolizja w warunkiem (3). Co
wiecej, postepowanie to mozemy kontynuowaé, deklarujac
kolejno wartosci funkcji f dla nowych wartoéci — nowych, to
znaczy takich, ktérych nie da sie¢ uzyskaé przez kombinacje
liniowg, liczb, dla ktoérych wartosci funkcji zadeklarowalismy
juz wezesniej (w powyzszym przypadku kolejna liczba, dla
ktorej obierzemy dowolnie wartosé funkcji f, musi by¢ liczba
niedajgca sie przedstawié¢ w postaci w 4 vy/2 dla wymiernych
w i, np. 7).

Powstaje pytanie, czy postepowanie to daje sie

rozszerzy¢ tak, by okresli¢ wartosci f dla wszystkich liczb
rzeczywistych. Odpowiedz nie jest oczywista, bo przez
kolejne przytaczanie coraz nowych liczb nie da sie dojechaé
,do konica” (liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalnie wiele).
Jednak silne srodki teorii mnogosci (np. pewnik wyboru)
pozwalaja na taka operacje — wykonal ja jako pierwszy
Georg Hamel (ciekawych odsylam do hasta baza Hamela).
Nam jednak dalej wystarczg rozwiazania réwnania (1)
uzyskane taka metoda, jak dla liczb postaci w + vv/2,
uzyta tylko skoniczong liczbe razy, czyli okreslone tylko dla
niektérych liczb. Wspomnijmy, iz okazalo sie, ze wszystkie
rozwigzania réwnania Cauchy’ego, poza liniowym, sa
bardzo paskudnymi funkcjami: nie sa ciagle, ani w zadnym
przedziale monotoniczne itd.
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Nie watpieg, ze Czytelnik bez wigkszych

by

ba

klopotéw rozszerzy to rozumowanie tak,

by okazalo sie, ze jedyna mozliwosé
dla objetosci prostopadloscianu to
m(a, b, c) = abe.

Pole prostokata

Z podanej na poczatku wtasnosci I miary wynika, ze pole prostokata jest
funkcja dlugosci jego bokéw (bo gdy dwa prostokaty maja réwne boki, to sa
przystajace). Oznaczmy te funkcje przez m(a,b), gdzie a i b to dlugosci bokdéw.
Poniewaz podzial prostokata odcinkiem réwnoleglym do jego bokéw (rys. 1) daje
nam dwa prostokaty, wiec mamy — na mocy II — réwnanie funkcyjne

m(a,b) = m(ay,b) + m(az,b).
Ustalmy na pewien czas b i oznaczmy m(p,b) =: gp(p). Mamy zatem

gv(ar + az) = gp(a) = go(a1) + go(az)
— funkcja g, spelnia réwnanie Cauchy’ego. Wobec tego mozemy skorzystac¢
z uzyskanych wyzej wzoréw: mamy dla wymiernego a
gv(a) = a(b) - @, przy czym na mocy III «(1) = 1.

Powtarzajac rozumowanie ze wspomnianego artykutu Marka Kuczmy, rozwazmy
funkcje h(x) := gp(x) — a(b) - & — wykazemy, ze jest ona stala i dla kazdego z
rowna 0.
1° h spelnia rownanie Cauchy’ego:

Wz +y) =go(x+y) —a®) - (= +y) =go(x) + go(y) —ad) -z —ab) -y =

= g(x) —a(b) -z + g(y) — a(b) -y = h(z) + h(y).
2° h jest okresowa z okresem 1:
h(z + 1) = h(z) + h(1) = h(z) + gp(1) — gp(1) - 1 = h(z).
3° h jest ograniczona z dotu; tu skorzystamy z niewykorzystanej dotad
wlasnosci IV — w naszych oznaczeniach glosi ona, ze dla > 0 mamy
gv(z) > 0, w szezegdlnosci a(b) > 0. Na mocy 2° wystarczy rozpatrzyé wartosci
przyjmowane przez funkcje w przedziale (0; 1):
h(z) = gp(x) —a(b) -2 > 0— a(b) -z > —alb).
4° Dla kazdego x jest h(x) = 0. Przypuéémy, ze znalezlismy w przedziale (0; 1)
taka liczbe p, ze h(p) # 0. Zatem h(p) < 0 lub h(p) > 0. W pierwszym przypadku
zauwazamy, ze wobec 1° i (3) mamy h(n - p) = n - h(p), co pozwala przez dobér
odpowiednio duzego n uczynic¢ te liczbe dowolnie mata, co jest sprzeczne z 3°.
W drugim przypadku zauwazmy, ze wéwczas h(1 — p) jest mniejsze od zera,
bowiem, wobec 1°,
h(p) + h(1 —p) = h(p+1—p) = h(1) =0.
Powtarzajac poprzednie rozumowanie, stwierdzamy, ze teraz h(n(1 — p)) moze
by¢ dowolnie male. Zatem w kazdej sytuacji dochodzimy do sprzecznosci, czyli
nasze przypuszczenie bylo bledne — funkcja h jest stale zerem, skad mamy
wniosek, ze
dla dowolnego =  gp(x) — a(b) - & = h(x) =0,

czyli dla dowolnego  mamy gy(x) = «(b) - z.

Powréémy do prostokata. Wiemy teraz, ze jego pole to
m(a,b) = gp(a) = a(b) -a, gdzie «(l)=1.

Skorzystajmy z tego, ze prostokat mozna podzieli¢ na dwa prostokaty réwniez
odcinkiem réwnoleglym do drugiej pary bokéw (rys. 2). Wtedy bedzie

m(a, by + b2) = m(a,by) + m(a,bs),
czyli

a(by +b2) - a=ab) - a+ alb) - a.
Biorac np. a = 1, otrzymujemy

a(by 4+ b2) = a(by) + a(bs)

— funkcja « spelnia réwnanie Cauchy’ego! Wobec tego stosuje si¢ do niej
przeprowadzone przed chwila rozumowanie, co daje, dla pewnej statej A

a(z) = A -z, awobec a(l) =1 mamy a(z) = x.
Ostatecznie wiec wykazalisSmy, ze musi by¢
m(a,b) = a(b) - a = ab.



Rys. 3

Pole wielokata, objetos¢ wieloscianu

W Malej Delcie jest dowod, ze dowolny wielokat mozna pociaé na czesci,

z ktérych ulozy sie prostokat (a nawet kwadrat) — méwimy, ze dowolny wielokat
jest rownowazny przez pociecie z prostokatem. Stad sposéb obliczania pola
dowolnego wielokata jest wyznaczony jednoznacznie. Powstaje pytanie, czy
mozna dowolny wieloScian pociaé¢ na skonczona liczbe mniejszych wielo$cianéw,
z ktérych ulozy sie prostopadlo$cian. Metody takiej nie przekazali nam
Starozytni, ale i potem nie umielisSmy jej znalezé, az w 1900 roku David
Hilbert umiescil pytanie, czy to w ogdle da si¢ zawsze wykonaé¢, w rzedzie 23
najwazniejszych probleméw na nadchodzacy wiek XX. Odpowieds przyszia
szybko — jeszcze w tym samym 1900 roku Max Dehn udowodnil, ze nie jest to
mozliwe.

Dokladniej, Dehn wskazal, ktore pary wielo$cianéw nie sa rownowazne przez
pociecie. Pigédziesiat dziewie¢ lat pézniej Jean Paul Sydler uzupetnil ten dowéd,
wskazujac, ze wszystkie inne pary juz sa rownowazne przez pociecie. Okazuje sie,
ze rowniez w tej sprawie interweniuje rownanie Cauchy’ego.

Kluczem do sprawy jest niezmiennik Dehna. Dla dowolnego wielo$cianu W
obliczamy go tak. Numerujemy wszystkie jego krawedzie I; (od 1 do n) i tym
samym numerem oznaczamy katy dwuscienne «; przy tych $cianach. Bierzemy
nastepnie jakas funkcje f spelniajaca réwnanie Cauchy’ego i na dodatek
spelniajaca warunek f(m) =0 (a wiec takze f(w - 7) = 0 dla dowolnej liczby
wymiernej w) — taka funkcje nazywamy funkcjg Dehna. Niezmiennik Dehna dla
funkcji f to liczba

Df(W) =1 - f(Oél) + 1 - f(ag) S By f(ozn)
Twierdzenie Dehna orzeka:
Jesli wieloSciany sq rownowazne przez pociecie, to ich wszystkie niezmienniki
Dehna sq réwne (wszystkie, to znaczy dla dowolnej funkeji Dehna).

Na pomyst takiego niezmiennika wpasé jest trudno, natomiast udowodnié
twierdzenie Dehna juz trudno nie jest.

Wystarczy wykazaé, ze wartos¢ dowolnie ustalonego niezmiennika Dehna dla
wielo$cianu W jest réwna sumie tych samych niezmiennikéw wieloscianéw,
na ktore go potniemy. W tym celu rozwazmy wszystkie krawedzie wszystkich
wielo$cianéw uzyskanych z pocigcia. Niektére z nich (niech taka bedzie np.
krawedz k z wieloscianéw W1, ..., W,,, gdzie katy dwuscienne przy niej to
odpowiednio aq, ..., a,,) znajdowaly sie we wnetrzu wielogcianu W — jedli tak,
to teraz w sumie niezmiennikdéw k nie wystapi, bo

k- floa) .o+ k- flam) =k (fla) +... + flam)) =

=k-flar+...+am)=k-f(2r)=0

— przeciez ta krawedz byta ,otoczona” wieloScianem W. Podobnie nie wystapi
w sumie niezmiennikow zadna nowa krawedz, ktéra lezala we wnetrzu $cian
wieloscianu W — tutaj katy zsumuja si¢ do n. Tak wiec w sumie niezmiennikéw
Dehna wielo$cianéw, na jakie pocieliSmy wieloécian W, wystapia tylko
fragmenty krawedzi wieloscianu W, przy czym (rozumujemy podobnie jak
poprzednio) przy kazdym takim fragmencie /;, (gdzie, powiedzmy, j =
=1, 2,..., m) krawedzi l; wystapi po zsumowaniu funkcja calego kata «;.
Bedziemy wigc mieli

Ly - flo) + .o+ by, - floa) = (L + o4 ) - flos) =1 - f (i)
Ale przeciez niezmiennik Dehna wieloscianu W to wlagnie suma takich wyrazen.

Tak wiec, jesli znajdziemy taki niezmiennik Dehna, ktéry przyjmuje inng
wartos$¢ dla wieloScianu Wi niz dla wieloscianu Wy, bedzie to dowdd, ze

nie sg one réwnowazne przez pociecie. A oto przyktad: czworoscian Q)

z rysunku 3 (naroze szedcianu) nie jest réwnowazny przez pociecie z zadnym
prostopadloécianem. Udowodnimy to.

Najpierw zauwazmy, ze wszystkie niezmienniki Dehna dla prostopadtoscianu sa
réwne 0 — istotnie, wszystkie katy dwuscienne prostopadloscianu sa proste,
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Rys. 4

czyli réwne %, a dla kazdej funkcji Dehna f mamy f(%5) = 0. Wystarczy
wiec wskazaé taki niezmiennik, ktory dla @ przyjmuje wartos¢ niezerows.
Niezmienniki () maja postac

3-1-f(g)+3-\/§-f(w)=3\/§-f(w),

gdzie ¢ to kat dwuscienny przy dtuzszych krawedziach czworoscianu. Powstaje
wobec tego pytanie, czy istnieje taka funkcja Dehna, ktéora dla ¢ jest rézna od
zera.

W czesci pos$wigconej rownaniu Cauchy’ego stwierdzilismy, ze wartosé funkcji
f mozemy obraé¢ dowolnie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie jest wymierna
wielokrotnoscia 7 (bo na razie tylko dla wymiernych wielokrotnosci 7 mamy
zadane wartosci f).

Okazuje sie, ze spostrzezenie (ktére zapewne nie sprawi ktopotu Czytelnikowi),
iz cosp = \/L? wystarcza, aby to udowodni¢. Najpierw zauwazmy, ze:

cosnp = %, gdzie ay, jest liczbg calkowitq niepodzielng przez 3.

Dowdd jest indukcyjny. Dla n = 1 zgadza sie: a; = 1. Dla n = 2 mamy
-1
cos2p =2cos? p — 1 = 3
czyli tez dobrze: ao = —1. Teraz krok indukcyjny: ze znanego wzoru mamy
cos(n + 1)p + cos(n — 1) = 2 cos ¢ - cosnp,
a wobec tego
9. L . Gnp . ap—1 _ 2an _3an—1
\/g \/3n q/371—1 1/371-‘,—1 ’
a wiec tez dobrze — mianownik sie zgadza, a liczba 2a,, — 3a,,—1 nie dzieli si¢
przez 3, skoro a,, sie nie dzieli.

cos(n+1)p =

Teraz juz tatwo dowodzimy, ze ¢ nie jest wymierna wielokrotnoscia 7. Gdyby
bowiem bylo przeciwnie, to znaczy gdyby dla catkowitych p i ¢ bylo

= Z—jm czyli 2pm = 2qp,
q

to mielibysmy
a
1 = cos2pm = cos2qp = %,
co jest niemozliwe, bo az, przez 3 si¢ nie dzieli.

Zatem mozemy wybraé sobie funkcje Dehna f przyjmujaca dowolnie obrana
przez nas wartosé¢ dla ¢, np. 1. Otrzymamy wéwcezas D (Q) = 3v/2, co wobec
twierdzenia Dehna dowodzi, ze nie da sie pocia¢ @ na takie wielosciany,

z ktorych da sie¢ uskladaé prostopadtoscian.

Moral z tego taki, ze jedli ktos nam pokazuje sposéb na uzyskanie wzoru na
objetos¢ czworoscianu %hP bez jakiegos$ przejscia graniczmego, to nas oszukuje
(choé, by¢ moze, robi to bardzo sprytnie).

Twierdzenie Sydlera z kolei glosi, ze
Jesli wielo$ciany majq wszystkie niezmienniki Dehna rowne, to sqg rownowazne
Przez Pociecie.

Nie bedziemy go dowodzili, ale proponujemy Czytelnikowi wynikajace z niego
zadania.

1. Wykazad, ze czworoscian z rysunku 4 jest réwnowazny przez pociecie
z prostopadloécianem.

2. Znalez¢ odpowiedni rozktad.

3. Wykazaé, ze kazdy graniastostup jest rownowazny przez pociecie
z prostopadlodcianem (mozna analitycznie, ale mozna tez sprytnie wykorzystaé
twierdzenie Bolyaia—Gerwiena z Malej Delty).
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