Symbol 2N oznacza zbiér wszystkich liczb
naturalnych parzystych.

Kazdy podzbiér zbioru X mozna
utozsami¢ z funkeja f : X — {0,1},
przyjmujacg warto$¢ 1 na elementach,
ktére do podzbioru nalezg, i wartos¢ 0 na
pozostalych.

Sam zapis X = {zo,z1,...} juz wskazuje,
ze zbiér X jest przeliczalny. W takiej
notacji x, to element przyporzadkowany
liczbie naturalnej n.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Miara licznoSci Leszek KOLODZIEJCZYK ™

Jednym z podstawowych sposobéw mierzenia zbioru jest liczenie jego elementdw.
Liczenie ma jednak jasny sens tylko dla zbioréw skonczonych. Wiadomo, co

to znaczy, ze jaki$ zbiér ma 5, 31 czy 1612 elementéw. W przypadku zbiorow
nieskonczonych sytuacja jest natomiast znacznie mniej oczywista. Czy zbiorowi
nieskonczonemu da sie w ogdle przypisaé liczbe elementéw sensowniej niz przez
uznanie, ze wynosi ona zawsze ,nieskonczonos¢”?

Punktem wyjscia do poszukiwania odpowiedzi jest nastepujaca obserwacja:
zbiory X 1Y mozna uznaé za réwnoliczne, jesli istnieje bijekcja f: X — Y,
czyli taka réznowartosciowa funkcja z X w Y, ktorej zbiorem wartosci jest
cale Y. Okazuje sie, ze jest to bardzo trafna definicja rownolicznosci, mimo

ze w zastosowaniu do zbioréw nieskonczonych prowadzi do zaskakujacych
wnioskow. Zbior nieskonczony moze byé¢, miedzy innymi, réwnoliczny ze swoim
wlasciwym podzbiorem: przykladowo, zbiory @Q, N i 2N sa réwnoliczne.

Gdy dwa zbiory skonczone sa rownoliczne, to jest tak dlatego, iz istnieje

taka liczba naturalna n, ze oba zbiory maja po n elementéw. Chcieliby$my
rowniez zbiorom nieskonczonym przyporzadkowaé takie kanoniczne obiekty,
ktore wskazywalyby na to, ze dany zbior nalezy do danej klasy rownolicznosci.
Okazuje sie, ze nasz cel da sie¢ zrealizowac: z kazdym zbiorem X mozna zwiazaé
pewien zbiér card(X), réwnoliczny z X, w taki sposéb, ze card(X) = card(Y)
dokladnie wtedy, gdy X i Y sa réwnoliczne. Dla X skonczonego n-elementowego
card(X) jest po prostu liczba naturalna n, identyfikowana ze zbiorem

{0,...,n — 1}. Zbiér card(X) nazywamy moca zbioru X (a czasem liczba
elementow X)), a wszystkie mozliwe moce nazywamy liczbami kardynalnymi.
Liczby kardynalne oznaczamy najczesciej literami k, A.

Definiujemy: £ < A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja réznowartosciowa
z k w A (azatem, card(X) < card(Y') doktadnie wtedy, gdy X jest réwnoliczny
z podzbiorem Y'). Zachodzi oczekiwany, ale bardzo wazny fakt: jesli k < A

i A<k, to kK =\ (twierdzenie Cantora—Bernsteina). Mozemy wiec przyjaé:

Kk < X\ wtedy i tylko wtedy, gdy kK < A i Kk # A

Czytelnik bez watpienia zauwazyl, ze nie podaliSmy definicji card(X). Bylo to
zaniedbanie celowe: zdefiniowanie liczb kardynalnych, a zwlaszcza wyjasnienie
sensu definicji, to proces do$¢ zmudny. Z naszego punktu widzenia wazniejsza
od dokladnej definicji jest zreszta struktura liczb kardynalnych. Okazuje sie

na przyklad, ze dla dowolnych zbioréw X, Y zachodzi card(X) < card(Y') lub
card(Y) < card(X), a ponadto w kazdym niepustym zbiorze liczb kardynalnych
istnieje najmniejsza. Najwiekszej liczby kardynalnej nie ma, o czym sie wkrétce
przekonamy. Najmniejszymi sa liczby kardynalne skoniczone, czyli po prostu
liczby naturalne. Najmniejsza liczba nieskonczona jest moc zbioru liczb
naturalnych, oznaczana symbolem Ng. Zbiory réwnoliczne z N nazywamy
przeliczalnymi. Nastepna po Ng liczba kardynalng jest. . .ale o tym za chwile.

Na liczbach kardynalnych mozna wykonywaé niektére szkolne dziatania
arytmetyczne: dodawanie, mnozenie, potegowanie. Jesli k i A sa liczbami
kardynalnymi, to x + A jest moca sumy dwu roztacznych zbioréw, z ktoérych
jeden ma moc k, a drugi \; - A jest moca iloczynu kartezjanskiego zbioru mocy
K i zbioru mocy \; wreszcie k* jest mocg zbioru wszystkich funkcji ze zbioru
mocy A w zbiér mocy k. W szczegdlnoéei, 2 jest moca zbioru wszystkich
podzbioréw zbioru mocy A.

Dodawanie i mnozenie liczb nieskonczonych to wyjatkowo proste operacje.

Jedli choé jedna z liczb k, A jest nieskoficzona, to kK + A = k - A = max(k, \).
Pokazmy dla przykladu, ze Ro - Rg = Rg. Jedli X = {zo,21,...} 1Y ={vo,v1,...}
sa zbiorami przeliczalnymi, to funkcja f: X x Y — N zadana wzorem

fUxn, ym)) = w + m jest bijekcja miedzy X x Y a N. Czytelnik by¢
moze zechce nie tylko uzupelni¢ szczegdly tego rozumowania, ale i zastanowic
sie nad ,geometrycznym sensem” funkcji f (chodzi o ponumerowanie liczbami
naturalnymi macierzy o przeliczalnie wielu wierszach, z ktorych kazdy jest
przeliczalny).
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Przypisujac kazdemu elementowi x
zbioru X jednoelementowy podzbiér
{z}, stwierdzamy réwnoliczno$é¢ zbioru
X ze zbiorem jego jednoelementowych
podzbioréw.

7 nieréwnosci 2 > A wynika, ze — jak
juz wspominaliSmy — nie ma najwigkszej
liczby kardynalnej. Nawiasem mowiac,
jest to w pewnym sensie jedyny powdd,
dla ktérego musi istnieé¢ wigcej niz
jedna nieskonczona liczba kardynalna.
»W pewnym sensie” znaczy tyle: jesli

ze standardowej listy aksjomatéw teorii
mnogosci skresli¢ aksjomat méwiacy,

ze dla kazdego zbioru istnieje zbidr
wszystkich jego podzbioréw, to pozostata
teoria jest niesprzeczna ze zdaniem
,wszystkie zbiory nieskonczone sa
réwnoliczne”.

Rozwigzanie zadania M 1214.
Oznaczmy przez O punkt przeciecia
dwusiecznych katéw AED i BCD.

D
AN
E
c
A ]
A B

Wykazemy, ze punkt O lezy na
dwusiecznych katéw BAE, ABC i CDE,

co zakonczy rozwigzanie zadania.

Proste OC i OF sg symetralnymi
odpowiednio odcinkéw BD i DA,

a wigc punkt O jest srodkiem

okregu opisanego na tréjkacie ABD.
Zatem OA = OB = OD. Wobec

tego tréjkaty AOE i DOE sa
przystajace (cecha bok-bok-bok), skad
A EAO = S EDO = «. Analogicznie
otrzymujemy < CBO = 4 CDO = f3.
Ponadto <OAB = <OBA = ~. Stad
korzystajac z danych w tresci zadania
réwnoéci katow, wnioskujemy, ze

a = 3 = ~. Zaleznoéci te z kolei dowodza,

ze punkt O lezy na dwusiecznych katéw
BAE, ABC i CDE.

Z potegowaniem liczb kardynalnych nie jest juz tak prosto. Udowodnimy,

ze juz 2* musi byé¢ zawsze ostro wieksze od A. Dowdd 2} > X jest latwy,
wystarczy zatem sprawdzié, ze zaden zbiér X nie moze by¢ réwnoliczny

ze zbiorem wszystkich podzbioréw X, oznaczanym przez P(X ). Przypusémy, ze
f: X — P(X) jest bijekcja i rozwazmy zbidr Y ={z € X : = ¢ f(x)}. Oczywiscie
Y € P(X), a zatem istnieje taki x € X, ze f(x) =Y. Zapytajmy teraz, czy

x € Y. Chwila zastanowienia pozwala stwierdzi¢, ze kazda z dwu mozliwych
odpowiedzi prowadzi do sprzecznosci.

Tak wiec, funkcja wykladnicza 2* zawsze zwicksza swéj argument. Dalej
jednak sprawy staja sie bardziej zagmatwane. Oznaczmy nastepna po Ng

liczbe kardynalna przez X, i zadajmy naturalne pytanie: czy 280 = R;?
Pozytywna odpowiedz, w ktora wierzyl Cantor, nazywa sie hipoteza continuum,
CH (,continuum” bywa czasem okresleniem zbioru liczb rzeczywistych,

a card(R) = 2%°). Problem rozstrzygniecia hipotezy continuum byt pierwszy

na stynnej lidcie probleméw otwartych przedstawionej przez Hilberta na
Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w 1900 r.

A zatem: czy 2% = N;? W 1938 r. Kurt Godel pokazal, ze przy zalozeniu
niesprzecznoéci zwyklych aksjomatow teorii mnogoéci niesprzeczna z nimi jest
nie tylko CH, ale nawet tak zwana uogdélniona hipoteza continuum, GCH,
czyli zdanie méwigce, ze dla kazdej nieskoniczonej \, 2* jest nastepna liczba
po A. Metoda Gdédla polegala na wybraniu z uniwersum wszystkich zbioréw
ytylko tych, ktérych istnienie jest wymuszone przez aksjomaty” (tzw. zbioréw
konstruowalnych) i pokazaniu, ze w tak ograniczonej strukturze GCH jest
spelniona. W 1963 r. natomiast Paul Cohen wprowadzil tzw. metode forcingu
(ktéra dla odmiany polega na dodawaniu nowych elementéw do istniejacych
struktur) i za jej pomoca udowodnil, ze réwniez negacja C'H jest niesprzeczna
z aksjomatami.

Hipoteza continuum jest wiec nierozstrzygalna: nie da si¢ jej ani udowodnié,
ani obali¢ w oparciu o standardowo przyjmowane aksjomaty. Interpretacja tego
rezultatu jest sporna. Dla jednych zamyka on problem, a moze $wiadczy nawet
o tym, ze C'H jest pozbawiona wartosci logicznej czy .z przyczyn zasadniczych
niejasna”. Dla innych C'H pozostaje wartym badania problemem, rodzacym
m. in. pytania o ewentualne nowe aksjomaty.

Tak czy inaczej, wynik Cohena zamknal pewna epoke w dziejach teorii

liczb kardynalnych: podstawy pojeciowe teorii bytly juz dawno ustalone,

a jej najstynniejszy problem otwarty okazal si¢ nierozstrzygalny. Z drugiej
jednak strony, stworzone przez Cohena metody spowodowaly bujny rozwaj
teorii mnogosci, umozliwiajac rozwiazanie wielu klasycznych probleméw oraz
postawienie (i rozwiazanie) wielu nowych. Na zakonczenie wspomnijmy wiec
pokrétce o dwu kierunkach badan, ktéore odegraly znaczaca role w ostatnich
kilku dziesigcioleciach.

Skoro wiadomo juz bytlo, jaki jest status C H, wazne stawalo si¢ ogblne pytanie
o mozliwe zachowanie funkcji 2*. Dosé szybko odkryto, ze dla ,typowych”
liczb kardynalnych (w tym dla wszystkich liczb nieskoficzonych, ktére sa
bezposrednimi nastepnikami innych liczb) dowolnosé jest prawie catkowita.

W. Easton udowodnit w 1970 r., ze dla takich liczb dowolny przebieg funkcji
wykladniczej zgodny z dwoma elementarnymi warunkami (funkcja 2* musi by¢é
niemalejaca i spetnia¢ pewne wzmocnienie warunku 2* > \) jest niesprzeczny
z aksjomatami. W szczego6lnosci, na nieskonczonych argumentach funkcja
wykladnicza nie musi by¢ $cisle rosnaca. Dla ,nietypowych” liczb (tzw.
singularnych) dowolnoséé przebiegu funkeji wykladniczej jest znacznie mniejsza.
Tu badania trwaly duzo dluzej i nie przyniosty eleganckiego ogdlnego wyniku
w rodzaju twierdzenia Eastona.

Inny wazny przedmiot badan to tzw. duze liczby kardynalne. Mdwiac

w uproszczeniu, duza liczba to taka, ktéra ma pewne wlasnosci kombinatoryczne
sprawiajace, ze musi by¢ ,znacznie wieksza” od liczb ja poprzedzajacych (mniej
wiecej w takim sensie, w jakim liczba Ry jest znacznie wigksza od wszystkich
liczb skonczonych). Przykladem stosunkowo malych duzych liczb kardynalnych
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sa liczby nieosiagalne, tj. takie s, ze ilekro¢ A < &, to réwniez 2* < x, a ponadto
zaden zbiér mocy k nie jest suma mniej niz x zbioréw mocy mniejszej niz .

Duze liczby kardynalne maja do$é¢ specyficzny status logiczny. Mozna pokazac,
ze ich nieistnienie jest niesprzeczne ze zwyklymi aksjomatami teorii mnogosci,
oczywiscie zakladajac niesprzecznos¢ samych aksjomatéw. Domniemujemy, ze
istnienie duzych liczb kardynalnych jest réwniez niesprzeczne z aksjomatami,
ale tego dla odmiany nie mozna udowodni¢ — w przeciwnym przypadku
popadlibySmy w sprzecznos¢ z drugim twierdzeniem Goédla. Mimo to wielu
badaczy zajmujacych sie teoria mnogosci ma dos$¢ przychylny stosunek do
aksjomatéw o istnieniu duzych liczb. Co wiecej, aksjomaty takie bywaja
wykorzystywane 1 w gléwnonurtowej matematyce (np. w geometrii algebraicznej
i topologii algebraicznej uzywa si¢ czasem liczb nieosiggalnych w postaci tzw.
uniwerséw Grothendiecka). Niewykluczone, ze ktéres z tych aksjomatéw zostana
kiedy$ powszechnie przyjete, cho¢ na pewno nie odbedzie sie to bez kontrowersji.

Jak mierzymy odleglosci kosmiczne?
Tomasz KWAST

Jedna z najwazniejszych, jesli nie najwazniejsza umiejetnoscia astronoma jest
umiejetnosé mierzenia (wyznaczania) odleglodci obserwowanych obiektéw.

Bez poznania odleglosci obiektu dyskusja o jego fizycznej naturze jest
bezprzedmiotowa. Wszak np. z daleka gwiazda jasna (méwimy: o duzej jasnosci
absolutnej) bedzie wygladaé tak, jak slaba z bliska. Stonice i Ksiezyc maja
niemal identyczne rozmiary katowe, ale Stonce jest 400 razy dalej, a wiec tylez
razy wieksze, jest wiec zapewne cialem o zupelnie innej naturze niz Ksiezyc
itd. Jak doszlo do poznania odleglosci cial, z ktorych tylko nieliczne najblizsze
czlowiek zdotal osiagnac?

Odleglosci cial najblizszych mierzy sie ,najuczciwiej” w tym sensie, ze nie trzeba
do tego zadnych zalozen, np. co do natury danego ciata. Pominmy metody
laserowe i radarowe ze wzgledu na ich do$¢ ograniczone mozliwosci. Standardowo
natomiast korzysta sie (korzystalo) z tego, ze badany obiekt, ogladany z dwdch
miejsc, jest widoczny w nieco réznych miejscach tta. W przypadku oczu nazywa
sie to efektem stereoskopowym. W zasiegu kilkudziesieciu metréw automatycznie
rozrozniamy, co jest blizej, a co dalej. Jezeli oczy sztucznie rozsuniemy na
wieksza odleglosé, np. budujac dalmierz, to stereoskopowe widzenie siegnie

kilku kilometréw. Mierzy sie tu kat miedzy kierunkami na obiekt z jednego

i drugiego ,oka”. Znajac baze, czyli rozstaw oczu (lub obiektywéw dalmierza,
lub dwdch obserwatoriéw), mozna na podstawie prostej geometrii ocenié
odleglo$¢ obserwowanego obiektu. Kat, pod jakim z obiektu byloby widaé
promien Ziemi, nazywa sie paralaksa geocentryczna tego obiektu. Jej znajomosé
jest rownowazna znajomosci odleglosci ciata.

W ten sposéb zmierzono odleglosci stosunkowo bliskich cial: Ksiezyca, planet,
planetoid. Metoda ta do gwiazd nie siega, bo Ziemia jest za mata. Udato sie
jednak wykorzystaé fakt, ze w odstepie pél roku Ziemia przemieszcza sie do
miejsca odleglego o $rednice okolostonecznej orbity od miejsca startowego. A jest
to — jak by nie bylo — 300 mln km. Taki ,rozstaw oczu” umozliwil zmierzenie
tzw. paralaks heliocentrycznych wielu gwiazd. Okazalo sie (w 1838 roku), ze
paralaksa heliocentryczna (dokladniej: to kat, pod jakim z gwiazdy byloby
widaé promien ziemskiej orbity) najblizszej gwiazdy jest katem mniejszym od
sekundy tuku. Dlatego pomiaru tego dokonano tak pézno. Gwiazdy okazaly sie
znacznie bardziej odlegle, niz si¢ dwczesnym astronomom zdawato. Odleglosé
odpowiadajaca paralaksie heliocentrycznej réwnej 1” to tzw. parsek (pc; tatwo
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