Prawdziwy jest réwniez nastepujacy wzor
(zwany calka Eulera-Mascheroniego),
ktéry wigze v z w i e:
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W roku 1740 Academia Scientiarum Imperialis Petropolitanae (wspdlczesna
nazwa to Rossijskaja Akadiemija Nauk) wydala siédmy tom Commentarii
academiae scientiarum imperialis Petropolitanae, gdzie w artykule De
progressionibus harmonicis observationes Leonhard Euler podal definicje stalej,
ktora tradycyjnie juz nazywa sie jego nazwiskiem.

Stata Eulera, ktéra oznaczamy przez -, nie ma takiego znaczenia jak stawetne

7 lub e, jednakze pojawia si¢ niekiedy w analizie matematycznej (np. jako
warto$¢ pewnych calek oznaczonych lub szeregéw liczbowych) i w teorii liczb.

O ile obecno$¢ v w analizie matematycznej jest zupelnie naturalna, to w teorii
liczb wydaje sie zaskakujaca. I tak np. znajdziemy ja w twierdzeniu Dirichleta

o sumie dzielnikéw liczb naturalnych (por. Wladystaw Narkiewicz, Teoria liczb,
PWN, Warszawa 2003, str. 115), w twierdzeniu Gronwalla (tamze, uwaga na
str.112) lub w twierdzeniu matematyka Uniwersytetu Jagielloniskiego, Franciszka
Mertensa (patrz http://mathworld.wolfram.com/MertensTheorem.html).

Stala Eulera ma takze zwiazek z hipotezg Riemanna. Ot6z, istnieje pewne
rownowazne sformutowanie tej hipotezy, zwane nieréwnoscia Lagariasa —
w dowodzie jej réwnowaznosci z hipoteza Riemanna korzysta sie z innych
nieréwnosci powiazanych z ~.

W niniejszym artykule sprébujemy przyjrzec si¢ samej liczbie v. Naturalnie,
rozpoczniemy od definicji:
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Udowodnijmy, ze powyzsza granica istnieje.

Dowdéd oprzemy na nastepujacych prostych nieréwnosciach:
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an:=H, —Inn, b,:=H, 1—1Inn, dlan>2.

Niech

Z nieréwnosci po obustronnym zlogarytmowaniu i prostych przeksztalceniach
wynika, ze ciag (a,) jest malejacy, a ciag (b,) jest rosnacy. Mamy zatem
nieréwnosci by < by, < ay, < az, dla n > 2. Wiec ciagi (ay,) i (by,) sa ograniczone
i monotoniczne. To konczy dowdd.

Warto tez przytoczyé tutaj wzor wiazacy stala Eulera z funkcja ¢ Riemanna,
ktéry mozna otrzymad, korzystajac z rozwinigcia logarytmu naturalnego

w szereg potegowy (Euler sam wyprowadzil ten wzér, chociaz nie podal
formalnego dowodu):
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Gdzie — przypomnijmy — dla z > 1 definiujemy
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Naturalnym pytaniem w tym momencie jest, ile wynosi 7y i czy jest to

liczba niewymierna? Sprobujmy najpierw obliczy¢ jej przyblizona wartosé.
Podejdziemy do problemu geometrycznie i nieco intuicyjnie. Wykorzystamy
fakt, ktory jest prostym wnioskiem z rachunku rézniczkowego i méwi, ze pole
pod wykresem funkcji % na odcinku [1,n] jest réwne Inn

[d
—lenn.
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Przez wzglad na obliczenia Mascheroniego
(a wlasciwie btad w nich popelniony,
ktéry byt bodzcem dla innych
matematykéw do kolejnych weryfikacji
przyblizonej wartosci ) liczbe v nazywa
sie tez stala Eulera—Mascheroniego.

Musimy obliczy¢ przyblizone pole pod wykresem funkcji %, tak aby w ten
aproksymacyjny wzér bylo uwiktane wyrazenie H,. Mozna to zrobi¢ w bardzo
prosty sposéb: jako przyblizone pole pod wykresem funkcji % wezmy sume pol

trapezéw wyznaczonych przez punkty (k,0), (k, %), (k+1,0) 1 (k +1, k%_l)
Mamy wtedy:
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H,—Inn= % + %
Zatem, przechodzac do granicy, dostajemy przyblizenie v ~ % Rzecz jasna,
nie jest to metoda precyzyjna, poniewaz blad, ktéry popelniamy, teoretycznie
moze by¢ naprawde dosy¢ duzy — w rzeczywistosci jednak tak nie jest, ale nie
bedziemy sie tym tutaj zajmowac.

Stad

Mamy tez inne tadne przyblizenie stalej Eulera, ktére zgadza sie do trzeciego
miejsca po przecinku:

N = 0,57786367 . ..
2e

Odpowiedz na drugie wyzej postawione pytanie (czy v jest niewymierna?) nie
jest znana (a od zdefiniowania statej minglo okoto 270 lat!). Istnieja rézne
kryteria (nie)wymiernosci stalej Eulera, sa one jednak bardzo skomplikowane
i nieprzejrzyste. Szokujacy wynik pochodzi od wspodlczesnego niemieckiego
informatyka, Thomasa Papanikolaou. Ot6z, oszacowal on, ze jezeli v bytaby
wymierna, to jej mianownik bylby wiekszy od 10242080,

A jako ciekawostke wspomnijmy, Ze stynny matematyk brytyjski, G.H. Hardy
(1877-1947), o$wiadczyl, Ze zrezygnuje z kierownictwa Katedra Saviliana

na Uniwersytecie w Oxfordzie na rzecz osoby, ktéra udowodni, ze v jest
niewymierna.

Eulera trapil problem wymiernosci v, dlatego prébowal obliczaé ja z jak
najwieksza doktadnoscia. Pézniej znajdowaniem kolejnych przyblizen zajmowato
sie wielu matematykow i wspoélczesnie informatykéw, ale zdaje sie juz nie po to,
aby sprawdzié¢, czy v jest niewymierna. . .

Przedstawimy, do ilu miejsc po przecinku i w jakim stopniu poprawnosci
obliczano v. W De progressionibus harmonicis observationes Euler obliczyt ja

z doktadnoécia do szdstego miejsca po przecinku. Pézniej, w roku 1781, w De
numero memorabili in summatione progressionis harmonicae naturalis occurrente
obliczyt v z doktadnoscia do 16. miejsca po przecinku (w obydwu przypadkach
pomylil si¢ na ostatnim miejscu).

W roku 1790 wloski matematyk, L. Mascheroni, obliczyt v z dokladnoscig do
32. miejsca po przecinku (w pracy Adnotationes ad calculum Euleri), ale pomylil
si¢ juz na dwudziestym miejscu. Zweryfikowat to Johann von Soldner w 1809
roku, obliczajac v poprawnie do czterdziestego miejsca po przecinku. Wynik ten
potwierdzili w 1812 roku C.F. Gauss i F.G.B. Nicolai.

Druga potowa XX wieku dostarcza nam juz o wiele lepszych przyblizen. I tak
Donald Knuth w roku 1962 obliczyl v z dokladnoscia do 1271 miejsc po
przecinku. A w roku 1997 Thomas Papanikolaou obliczyt te stala z doktadnoscia
do 1000000 miejsc po przecinku. Jakby tego byto mato, w roku 1999

P. Demichel i X. Gourdon wyznaczyli stala Eulera z doktadnoscia do 108 000 000
miejsc po przecinku.

Rekord $wiata nalezy (albo do niedawna nalezal) do S. Kondo, ktéry obliczyl
stalg Eulera z doktadnoscig do. . .2 miliardéw miejsc po przecinku. I dalej nie
wiemy, czy 7y jest wymierna. . .
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