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Prosty sposéb na tréjwymiarowa scene
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W ciagu kilkunastu ostatnich lat mozemy obserwowaé bardzo szybki rozwoj
grafiki trojwymiarowej. Staje si¢ ona wszechobecna w filmach, grach, a takze
w wielu innych dziedzinach.

Patrzac na piekne efekty tréjwymiarowych scen, chcialoby sie umieé

samemu stworzy¢ podobne dzieta. Niestety, wykorzystanie pelni mozliwosci
wspOlezesnych systeméw renderingu (czyli generowania swoistych ,zdjeé”
tréjwymiarowej sceny zapisanej w pamieci komputera w postaci wektorowej —
za pomoca wielodcianéw, powierzchni, krzywych i tym podobnych obiektéw)
wymaga dobrej znajomosci odpowiednich narzedzi (jak biblioteki OpenGL czy
DirectX).

Chcielibysmy jednak nie tylko umieé¢ przekazaé takiej bibliotece nasze zadanie

i czeka¢ na gotowy produkt. Znacznie bardziej interesujace jest to, w jaki
doktadnie sposéb taki rendering sie dokonuje. W miare mozliwosci chcieliby$my
byé¢ w stanie sami go przeprowadzi¢ bez uzycia skomplikowanych narzedzi.

Ot6z jest tatwy sposob, aby bez wiekszego trudu napisaé program generujacy
tréjwymiarowa powierzchnie, np. pofaldowany teren gér i dolin. Technika ta
nazywa sie wokselowaniem . . .

Podstawowy algorytm wokselowania

Zazwyczaj, kiedy chcemy wyswietli¢ jaki$ obrazek (np. mape pewnego obszaru
albo inny obraz ilustrujacy fakture terenu: trawe, ziemie itp.), rysujemy go na
odpowiedniej bitmapie piksel po pikselu. Natomiast idea wokselowania polega na
tym, zeby piksele zamieni¢ na wydluzone pionowe woksele, ktére oprocz koloru
obrazka w danym punkcie maja rowniez symbolizowaé wysoko$é¢ tego punktu
powierzchni.

Na poczatku musimy dla kazdego piksela obrazka

a nie w standardowej pierwszej ¢wiartce uktadu

N ' ustali¢, na jakiej wysokosci wys(x,y) caltkowitej,
i dodatniej ma znajdowac sie punkt terenu,
“’ odpowiadajacy temu pikselowi. Nastepnie rysujemy
n "" kolejne pikstele obrazka. Oto pseudokod prostego
-:,':'._"_-;‘b"-'.-"' { ‘:’ ‘- ’ wokselowania:
g - :
m | wm N ' for x :=1 to szerokos¢é
"-....:h\\::‘ e ' for y :=1 to wysokos¢é
[ | -'l““'"!!.‘ -l for i :=1 to wys(x,y)
"--' 'ﬁ'— #-:..ﬁu_‘__{é:; rysuj(x, y-i, obrazek[x] [y]l)
-' 'm -‘r“‘ Rysujemy w typowym ,ekranowym” uktadzie
W‘- ...-h‘!"q " stosowanym w grafice komputerowej (punkt (0,0)
- W" ' .--::___;., w lewym gérnym rogu, o§ Y skierowana w dot),

Rys. 1

wspOlrzednych (punkt (0,0) w lewym dolnym rogu, os
Y skierowana do gory) .

"':m' Zakladamy tutaj, ze piksele obrazka sa przechowywane
"’ ' w tablicy obrazek[l..szerokosd|[1..wysokosd], zas

funkcja rysuj(z,y, kolor) rysuje na ekranie punkt
-. " o wspdélrzednych (x,y) i kolorze kolor.
..l-' Dla prostego obrazka przedstawiajacego czarno-biala
"l szachownice o wymiarach 300 x 450 oraz wysoko$ci
..-' danej przez funkcje
-!-# wys(z,y) =

=80+ 30-sin(z —y) + 15 - sin(x + 2y) + 10z — 5y

otrzymujemy wynik przedstawiony na rysunku 1.



Rys. 2

Jest to swego rodzaju wykres funkeji wysokosci wys(z,y). Wyglada on catkiem
ladnie jak na produkt tak krétkiego kodu jak powyzej, nieprawdaz? Pozostaje
po nim jednak na samym dnie obrazka swoista ,,smuga” — $lad po dolnych
wokselach. Jest jeszcze inny, nieco powazniejszy problem: mianowicie, rysowanie
dtugich wokseli zamiast pojedynczych pikseli bardzo spowalnia prace algorytmu.
Jak si¢ okazuje, mozemy upiec obie te pieczenie na jednym ogniu. ..

Modyfikacje

Prosta przerdébka podstawowego algorytmu rozwiazuje oba wyzej wspomniane
problemy. Wystarczy bowiem, jezeli bedziemy kazdy woksel rysowaé¢ od gory

w dél tylko do momentu, az natrafimy na szczyt woksela bedacego jego dolnym
sasiadem:

for x :=1 to szerokosé
fory :=1 to wysokos¢é
for i :=wys(x, y +1) to wys(x, y)
rysuj(x, y - i, obrazek[x] [y]);

Jezeli chcemy dodatkowo uatrakecyjni¢ wyglad rysowanej powierzchni,
mozemy ja wyswietla¢ tak, jakby byla ogladana z boku, ,,pod katem”. Aby
to uzyskaé, wystarczy przesuwaé nieznacznie kazda kolejna pozioma warstwe
wokseli.

Przyda sie nam do tego pomocnicza funkcja przesuniecie(y) zwracajaca liczbe
pikseli, o jaka nalezy przesunaé¢ rzad na wysokosci y. Mozemy, na przyklad,
przyjaé przesuniecie(y) =y - 0,4. Wtedy nasz program bedzie mial nastepujaca
postac:

for x :=1 to szerokos¢é
fory :=1 to wysokos¢é
x_sgsiada := x + przesunigcie(y + 1) - przesuniecie(y);
y_sasiada :=y + 1;
for i := wys(x_sasiada, y_sgsiada) to wys(x, y)
rysuj(x + przesuniecie(y), y - i, obrazek[x] [y]);

Efekt jego wykonania przedstawia obrazek na oktadce.

Ciekawe dodatki
Mozemy wzbogaci¢ nasz algorytm wokselowania wieloma ciekawymi efektami.

Jednym z nich moze by¢ dodanie cieniowania. Mozemy, na przyktad, przyjac,
ze zrodlo swiatla (Slonce) znajduje sie po lewej stronie sceny, przy czym jest na
tyle daleko, ze padajace z niego promienie sg réwnolegte.

Przyjmijmy, ze promienie te padaja wzdluz ptaszczyzn o réwnaniach
a-x + z = const,
gdzie a jest pewnym wspolczynnikiem zaleznym od kata padania promieni

(rys. 2).

Wartos$é ax + wys(x, y) mozna utozsamiaé z wysokoScia plaszezyzny, ktéra
przechodzi przez punkt naszej powierzchni lezacy nad punktem (x,y). Oznaczmy
te wysoko$¢ wys_sty(x,y).

Zeby uzyskaé efekt cieniowania, potrzebujemy dla kazdego punktu (z,y) naszej
powierzchni znaé¢ maksymalng sposréd wartosci wys_sty(a’,y) dla wszystkich
punktéw (2/,y) na lewo od punktu (z,y) (tzn. takich, ze 2’ < ). Roznica tej
maksymalnej wartodci i wys_sty(z,y) bedzie stopniem ocieniowania punktu
(z,y). Wystarczy ja jeszcze przeskalowad, np. przy uzyciu funkeji arcus tangens:
cien(rdznica_wys_sty) = 1 + arctan(rdéznica_wys_sty) - k,
gdzie k jest pewnym wspoélczynnikiem okredlajacym ostrosé cienia i o$wietlenia.
Dobrze jest przyjac k z zakresu [—%; %], poniewaz sama funkcja cieri powinna
mie¢ wartoéci nieujemne.
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Tak otrzymana warto$¢ cienia mozemy pomnozy¢ przez wszystkie sktadowe
koloru w danym punkcie, aby otrzymac kolor, ktéry ma zosta¢ wyswietlony.
Potrzebujemy jeszcze tylko znalezé metode wyznaczania maksymalnej wartosci
wys_sty(z’,y) dla 2’ < x. Jezeli bedziemy rysowali powierzchnie rzad po rzedzie
od géry do dotu, kazdy zas rzad od lewej do prawej, to wartosci te mozemy
zlicza¢ dynamicznie, nie pogarszajac zlozonosci algorytmu wyswietlajacego, co
Czytelnik bez problemu zaprogramuje. Wewnetrzna petla rysujaca woksel bedzie

teraz mie¢ postac:

wsp_cienia := cied (réznica wys_sty)

fori

:= wys(x_sasiada, y_sasiada) to wys(x, y)

kolor := skaluj(obrazek([x] [y], wsp_cienia);
rysuj(x + przesuniecie(y), y - i, kolor);

Efekty takiego cieniowania dla statej k = 0,6 oraz réznych statych a
przedstawiaja obrazki na okladce. Mozna tam takze zobaczy¢ takie same sceny,
ale juz z natozonymi konkretnymi teksturami bitmapowymi zamiast sztucznego
obrazka w szachownice, jednak tym razem dla statej k£ = 0,5.

Technika wokselowania daje ciekawe efekty przy bardzo niewielkim nakladzie
pracy. Niestety, ogranicza si¢ ona do pofatdowanych powierzchni, a juz
zupelnie nie nadaje si¢ do renderowania wieloScianéw, ktére sa podstawa

\bd

. wiekszodci systemoéw grafiki tréjwymiarowej. Jezeli wiec nie chcemy

ograniczaé sie do efektéw podobnych do przedstawionych w tym artykule, to

tréjwymiarowa.

% <\-z

potrzebujemy wniknaé znacznie glebiej w dziedzine informatyki, jaka jest grafika

Ale to juz zupelnie inna opowiesé. . .

Zestaw programoéw, ktérymi wygenerowane zostaly obrazki z oktadki, mozna pobraé ze strony WWW

Delty.

Liczba chromatyczna ptaszczyzny

Jezeli kazdy punkt L

plaszczyzny

pomalujemy na jeden

z trzech kolorow,

to znajda sie dwa A
punkty tego samego
koloru w odlegtosci 1.
Latwo to wykazac. D
Rozwazmy w tym celu
konfiguracje

7 punktéw poltozonych tak, jak na rysunku, przy czym
kazdy z zaznaczonych odcinkéw ma dtugosé 1. Latwo
stwierdzamy, ze nie da si¢ ich pokolorowaé trzema
kolorami bez otrzymania monochromatycznej pary

w odleglodci 1 (sprébujmy — malujemy A; wtedy B i C
musza otrzymaé pozostale dwa kolory; D musi wiec
mie¢ ten sam kolor co A; tak samo dla G; okazuje sie
wiec, ze D i G maja ten sam kolor).

B

7 kolei mozna tak pokolorowaé plaszczyzne 7 kolorami,
zeby monochromatycznej pary w odleglosci 1 nie byto.
Zaczynamy od wyparkietowania plaszczyzny siatka
szesciokatow foremnych, jak na planszy do gry Hex.
Czytelnik bez problemu odpowiednio je pokoloruje,
unikajac jednokolorowej pary punktéw odlegltych o 1
(kazdy szeSciokat i jego szeSciu sgsiadéw powinno mieé
w sumie 7 réznych kolorow; ostroznie na krawedziach;
jaka wzia¢ $rednice szeSciokatow?).

Liczba chromatyczna plaszczyzny x(R?) to najmniejsza
liczba koloréw, potrzebna do pokolorowania ptaszczyzny
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w taki sposéb, aby unikna¢ dwéch punktéow odlegltych
o 1 w tym samym kolorze. Wiemy juz zatem, ze:
4 < x(R?*) < T.

Co jeszcze wiadomo? W ogdlnym przypadku —

nic. Nie umiemy posuna¢ sie ani o krok wzgledem
tych bardzo prostych oszacowan. Nierozwiazany
dotad problem znalezienia liczby chromatyczne;j
plaszczyzny (albo chociaz zmniejszenia zakresu
widelek ja ograniczajacych) nosi tez nazwe problemu
Hadwigera—Nelsona.

Liczba chromatyczna plaszczyzny jest szczegdlnym
przypadkiem ogdlniejszego pojecia liczby chromatycznej
grafu. Jest to najmniejsza liczba koloréw, potrzebna
do pokolorowania wierzcholkéw danego grafu tak,
aby zadna krawedz nie taczyla wierzchotkéw o tym
samym kolorze. Dla plaszczyzny (i kazdej innej
przestrzeni, w ktérej mozna mierzy¢ odleglosc)
mozemy skonstruowaé tzw. graf odleglosci
jednostkowych, ktorego wierzchotkami sa punkty
plaszczyzny, a krawedzie lacza punkty odlegte o 1.
Powiedzielibyémy wiec, ze ten graf jest 7-kolorowalny,
nie jest 3-kolorowalny i nie wiemy, czy jest 4-, 5- lub
6-kolorowalny.

A zatem — kredki w dlonie i do pracy! Ale uwaga —
znane sa rézne ograniczenia. Wiadomo na przyklad,

ze jesli chcieliby$my uzy¢ tylko 4 kolorow, to ktéryms

z nich musieliby$my namalowaé zbiér niemierzalny, czyli
wyjatkowo paskudny (nie do namalowania kredka).

M.A.



