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Rozwigzanie zadania M 1210.
Liczbe A mozna przedstawi¢ w postaci
sumy n kolejnych liczb catkowitych
dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy

(x) A=k+(k+1)+...+(k+n—-1)=
(n—1)n
2

= kn +

dla pewnej liczby naturalnej & > 1.
Jesli n = 2m (m > 1) jest liczbg
parzysta, to zalezno$é (x) sprowadza
sie do A = (2k + 2m — 1)m, natomiast
jeslin =2m +1 (m > 1) jest liczba
nieparzysta, to rownosc¢ ta przybiera

postaé¢ A = (2m + 1)(k + m).

Przypusémy, ze liczba A nie jest ani
liczbg pierwsza, ani potega dwdjki.
Wtedy A = a - b, gdzie a > 3 jest liczba
nieparzysta, natomiast b > 2 jest liczba
naturalng. Jesli 2b > a, to przyjmijmy
k=3%(2b—a+1)orazm= $(a—1).
Wtedy A = (2m + 1)(k + m), co na mocy
powyzszego rozumowania oznacza, ze
liczbe A mozna przedstawié¢ w postaci
sumy 2m + 1 kolejnych liczb naturalnych.

Jesli natomiast 2b < a, to przyjmijmy
k= %(a—2b+1) oraz m = b. Wéwczas
A = (2k 4+ 2m — 1)m, co podobnie jak
wyzej oznacza, ze liczba A jest suma 2m
kolejnych liczb naturalnych.

Tytulowy problem to pytanie, czy przedstawienie
32-28=1
jest jedynym zapisem liczby 1 w postaci réznicy poteg wlasciwych.

Innymi stowy, czy jedynym rozwigzaniem réwnania

Em—1"=1
w liczbach naturalnych, przy m,n > 1, jest cawérka (k,1,m,n) = (3,2,2,3).
Powyzsze rownanie nazywamy dalej réwnaniem Catalana.

Problem ten sformulowal w 1844 roku matematyk belgijski, Eugéne Charles
Catalan (1814-1894), a pierwszy (i na razie jedyny) poprawny dow6d podal

w 2002 roku Preda Mihailescu, matematyk rumunski pracujacy w Niemczech.
Jego dowdd, zawarty w pracy Primary cyclotomic units and a proof of Catalan’s
congecture, cho¢ przez specjalistéw okreslany jako krotki i przejrzysty, odwotuje
sie do teorii reprezentacji grup skonczonych, przez co trudno go w Delcie
przedstawic.

Wezesniej opublikowano rozmaite wyniki czesciowe, np.
e dla n = 2 réwnanie Catalana nie ma rozwiazan (V. Lebesgue, 1850 r.)

o jesli czworka (k, 1, m,n) spetnia réwnanie Catalana, to k > n™~! (S. Hyyro,
1964 r.)

o jesli o,y € Z \ {0} speliaja réwnanie 22 — y™ = 1, to (n,z,y) = (3, £3, 2)
(K. Chao, 1965 r.)

e rownanie Catalana ma skoficzenie wiele rozwiazan (R. Tijdeman, 1976 r.)
e potegi wystepujace w rownaniu, tj. ™ i [™, sa mniejsze od liczby
exp(exp(exp(exp(730)))) (M. Langevin, 1976 r.)
e jesli czworka (k, 1, m,n) spetnia réwnanie Catalana, to m,n < 1026
(A M. Glass, 1994 r.)

o jesli czworka (k, 1, m,n) spelnia réwnanie Catalana, to m < 7,15 - 10! oraz
n < 7,78 1016 (M. Mignotte, 1999 r.),

choé i tu czesto dowody byly trudne i nieelementarne.

Ponadto przed Catalanem Euler wykazal (tez nieelementarnie), ze jesli m
jest liczba pierwsza, to réwnanie k™ — [? = 1 nie ma rozwigzania w liczbach
naturalnych.

Zebrane informacje pochodzg ze strony http://mathworld.wolfram.com/CatalansConjecture.html, stron
sasiednich, a takze z kilku prac po$wigconych hipotezie.

My zajmiemy sie nieco uproszczonym przypadkiem problemu Catalana:
zalozymy, ze [ jest liczba pierwsza (i bedziemy pisaé p zamiast [). Okazuje sie,
ze taka wersje problemu mozna rozwiazaé elementarnie i bardzo skromnymi
srodkami (zrobil to jako pierwszy G.C. Gerono w latach 1870-1871). Dowdd
sprowadza si¢ do rozwazenia trzech przypadkow.

% Dla p = 2 sprowadza sie to do réwnania

(%) E™=2" 4 1.

Zalézmy, ze réwnanie jest spelnione. Wéwczas

M=k —1=(G-1)E" " +.. . +k+1).
Stad k jest nieparzyste oraz liczba skladnikéw w drugim nawiasie, czyli m, jest
parzysta: m = 2M, M € N. Mamy wiec

o = |2M 1 = (KM —1)(kM 4 1),

co oznacza, ze kM — 11 kM + 1 sa catkowitymi nieujemnymi potegami dwéjki
réznigeymi sie o 2. Zatem kM —1=2i kM +1 =4, skad k =31 M = 1. Wtedy
Em—1=3%2-1=8=23 czylin=3.
Otrzymana tréojka (k,m,n) = (3,2,3) spelnia réwnanie (x). Jest zatem jedynym
w tym przypadku rozwigzaniem.
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Rozwigzanie zadania F 720. Z réwnan
poziomego oraz pionowego ruchu
kamienia oraz latawca mamy

t
tv sin o — qT = h, tvcosa = hctga + ut,

a stad

2u 2
h=—(vcosa —u)tg”a, dlavcosa > u.
g

2

Dla v cos a > 2u zderzenie nastapi
w fazie wznoszacej lotu kamienia, a dla
u < vcosa < 2u, gdy kamien bedzie juz

nieparzystej daje modulo 4 reszte 1). Przyjmijmy
n=2N + 1, N € N. Zatem mozemy napisa¢ powyzsze
réwnanie w postaci

2" = (p+1)(p*"

%% Rozwazmy teraz przypadek, gdy p > 31k > 2.

Zalézmy, ze zachodzi k™ — p™ = 1. Wéwczas k jest parzyste: k = 2K, K > 2.
Mamy wiec
m—1
P = (2K)" —1= (2K —1) 3. (2K,
j=0
skad 2K — 1 = p® dla pewnego s € N (zalozenie, ze k > 2, wyklucza s = 0).

Mamy wiec
m—1
Pt =) (1)
§=0
Kazdy z m sktadnikow powyzszej sumy jest suma liczby 1 i wyrazenia
podzielnego przez p°.

Nierownos¢ m > 2 z zalozenia wyklucza n = s, wiec p~* dzieli sie przez p.
Zatem liczba jedynek, czyli m, dzieli si¢ przez p. W konsekwencji m > 3, a wiec

3—1
opadal. X
prT Y (00 + 1)) =p* +3p° 43> p,
j=0
skad wniosek, ze n — s > 2s, czyli n > 3s. Stad w szczegblnosci p® | p"~ %, a wiec
m, czyli liczba jedynek, o ktérej pisaliSmy powyzej, dzieli sie nie tylko przez p,
lecz réwniez przez p®. Mamy wiec m = M - p*, M € N. Rozwazane réwnanie
przybiera zatem postaé
W P = QKM 1.
Prawa strona dzieli si¢ przez (2K)M — 1, wiec (2K)® —1=p",v € N (v # 0, bo
zakladaliSmy, ze k > 2; M € N).
Wstawiajac (2K)™ = p” + 1 do (1), otrzymujemy
=+ -1,
czyli wobec wzoru Newtona
ps . ps s_q ps ) ps
2 o= vp v(p ) o v v
2 p <p5)p +<ps_1)p + +<2p +{7)p
Zapytajmy teraz o najwyzsza potege p dzielacg sume po prawej stronie
powyzszej rownosci. Okaze sie, ze jest nig s + v, co da sprzecznoscé.
Ostatni skladnik po prawej stronie (2) to p*T¥. Popatrzmy na pozostale.
i 7 okre$lenia liczb s i v: sg to takie liczby naturalne, ze
°o® 2K —1=p°, (2K)M —1=p",
tatwo dostajemy zalezno$c taczaca te liczby:
(ps 4 1)M :pu 41,
Stad, oczywiscie, v > s, a poniewaz p} (p;), wiec (’)2) p?? i kazdy nastepny (w lewa
strone) sktadnik sumy po prawej stronie réwnosci (2) dzieli sie przez p w potedze
co najmniej 2v + 1 > s +v. W konsekwencji szukana najwyzsza potega dzielaca
sume to (najwyzsza) potega dzielaca ostatni skladnik, czyli s + v.
% % % Pozostaje przypadek, gdy p > 31 k = 2, czyli Popatrzmy na wyrazenie w drugim nawiasie. Jest
rOwnanie ono suma 2N + 1 liczb nieparzystych, a wiec liczba
2m 1 =p", m,n>l. nieparzysta. Jest to liczba wigksza od 1 (a nawet od N),
gdyz dodajemy tam N liczb dodatnich p* — p*—1
Zal6zmy, ze réwnanie to jest spelnione. Skoro iliczbe 1.
2™ — 1= 3(mod4), Doszlismy wiec do sprzecznosci, gdyz 2™ nie dzieli sie
to n musi by¢ nieparzyste (parzysta potega liczby przez zadna wigksza od 1 liczbe nieparzysta.

Podsumowujac rozwazone przypadki, wnioskujemy,
iz jedynym rozwiazaniem rownania Catalana przy
l = p, gdzie p jest liczba pierwsza, jest rozwiazanie

N 4 pP—p+1) réwnania (), czyli liczby (k,p, m,n) = (3,2,2,3).
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