Kaustyka (dokladniej: katakaustyka) cykloidy to cykloida, a nawet dwie

Wyjadnijmy nazwy. Wiazka promieni réwnolegtych,
padajaca na jaki$ uktad optyczny, z reguly przestaje byc
wiazka rownolegla. Gdy tak sie stanie, obwiednia owej
wychodzacej wiazki to kaustyka; gdy promienie w tym
uktadzie optycznym ulegly odbiciu, jest to katakaustyka,

a gdy ulegly zalamaniu — diakaustyka. 1 jeszcze: obwiednia
rodziny krzywych (w tym przypadku promieni $wiatla) to
krzywa styczna do kazdej z nich.
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Powyzej jest narysowane kilka promieni réwnolegltych

odbijajacych sie od wiekszej cykloidy — ich obwiednia

sa dwie doktadnie dwa razy mniejsze cykloidy. Aby nie
zagmatwaé rysunku, sa narysowane tylko odbicia od lewej
potéwki. Jesli uda sie dowiesé, ze tak jest rzeczywiscie,
wykazemy, ze

katakaustyka cykloidy sg dwie dwukrotnie mniejsze
cykloidy.

Warto przypomnieé¢ definicje i podstawowe wlasnosci
cykloidy. Cykloida to tor ustalonego punktu okregu
toczacego sie bez poslizgu po prostej. Jej poczatkowy tuk
zostal na rysunku zaznaczony kolorem, ale na razie nie
zwracajmy na niego uwagi.
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Zajmijmy sie okregiem i wyréznionymi punktami i prostymi.
Mamy, oczywiscie, PS = ZS = NS = r. Poniewaz tréjkaty
PNS i PZS sa réwnoramienne, a kat NPZ jest prosty, wiec
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(1) <ISPZ:<[SZP:§.

7 réwnolegltosci AP i NZ wynika, ze < APN = <SPN.
Whniosek 1. PN jest dwusieczna kata APS.

Zauwazmy jeszcze, ze (z tréjkata PQZ) mamy
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(2) aQrz=5-%.

Teraz przejdzmy do cykloidy. Skoro ruch jest bez poslizgu, to
przebyty odcinek prostej jest réwny ,przewinietemu” tukowi
okregu, czyli ON = PN = rp. Wynika stad, ze traktujac kat,
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o ktéry obrécit sie okrag, jako parametr, mamy
P=(ON—-PQ; NS+ 5Q) =
(3) = (]/DJ\V—PSsin(W—go); NS+PSCOS(7r—g0)) =
= (ro —rsing; r —rcos ).
Jesli wektory v i w oznaczaja odpowiednio predko$é ruchu
postepowego wzdluz prostej i predkosé ruchu obrotowego
wokoét srodka okregu, to brak poslizgu oznacza, ze sa one
takiej samej dlugosci. Styczna do powstajacej cykloidy ma
kierunek ich wypadkowej. Zatem (jako przekatna rombu)
tworzy z nimi jednakowe katy. Zauwazmy, ze wektor w jest
styczny do okregu, a wiec prostopadly do jego promienia,
stad kat miedzy nim i PZ jest réwny (patrz (2))
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Zatem PZ jest dwusieczna kata miedzy wektorami v i w.

Whniosek 2. PZ jest styczna do cykloidy w punkcie p,
a wiec PN jest normalng w tym punkcie.

Teraz mozemy juz przejé¢ do odbicia promieni padajacych
na cykloide pionowo do géry. Wniosek 1 i wniosek 2
stwierdzaja, ze promien odbity przechodzi przez $§rodek
okregu wyznaczajacego punkt odbicia. Zatem promien
odbity w punkcie odpowiadajacym katowi ¢ przecina proste
pionowe pod takim samym katem. Obliczmy, w jakim
punkcie B przecina on podstawe cykloidy.

(4) OB=ON+NB=rp+rtg(n—p)=rp—rtge.
Aby sprawdzié¢ hipoteze, ze promien odbity jest styczny
do dwukrotnie mniejszej cykloidy (czyli danej przez okrag
o promieniu %r), narysujmy jej styczna réwnolegta do
promienia odbitego PS.
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Poniewaz styczna tworzy z prosta pionowa kat o potowe
mniejszy od kata wyznaczajacego dany punkt cykloidy
(patrz (1)), wiec bedzie to styczna odpowiadajaca katowi
obrotu okregu réwnemu 2¢. Zatem (patrz (3))
K = (g -2 — gsin2go; g — gcos&p).
Teraz sprawdzmy, w jakim punkcie D ta styczna przecina
podstawe cykloidy. Gdyby sie okazato, ze OD = OB
(patrz (4)), znaczyloby to, iz D = B i prosta DK jest
prosta S B, czyli promieniem odbitym.
OD =0C+CD=0C+CKtg<CKD =
r

r r r
=L 9o Lgine T T cos2 ) =
5 2p— g5sin g0+(2 5 COS @)tg(w ®)

rp — %siano— g(l — cos2p)tg v =

= 7 — 7rSsin Y cos p — %(2—2cos2g0)tgg0:

=rp—rsinpcosp —rtgp+ rcosQ<ptg<p =rp —rtge.
Tak wiec katakaustyka cykloidy sa dwie mniejsze cykloidy.
M.K.



