Informatyczny kacik olimpijski (10) — stownik przekatnych

W tym odcinku zajmiemy sie zadaniem, ktére zamiast na zawodach, pojawito
sie na. .. kolokwium (z Algorytméw i Struktur Danych). Stanowiloby ono bardzo
tadne zadanie na zawodach.

| Wezmy wypukly n-kat. Na poczatku zadna przekatna nie jest narysowana.
Zadaniem jest opracowanie struktury danych, ktéra umozliwi optymalne

obstuzenie zapytan:
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Rys. 1. Kilka przekatnych osmiokata
reprezentowanych jako tuki. Wartoscia
g(4) jest tuk (3,5).

przekatna,

e Sprawdz(z,y) — sprawdza, czy miedzy punktami x i y jest narysowana

e Dodaj(z,y) — rysuje przekatna pomiedzy punktami = i y — o ile nie

przecina ona Zadnej innej narysowanej przekgtnes,

e Usun(z,y) — usuwa przekatna miedzy punktami z i y.

Pochyla czcionka zaznaczona jest, oczywiscie, gléwna trudnosé zadania (gdyby

nie ten warunek, wystarczytaby dowolna implementacja stownika).

Od czego zaczaé¢? Na poczatek moze utatwimy sobie zadanie — zauwazmy, ze
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Rys. 2. Tak wyobrazamy sobie drzewo
przedzialowe.

wielokat z zadania mozna ,wygia¢” na plaszczyznie, az wierzchotki utworza
ciag punktéw na prostej, ponumerowanych od 1 do n, a przekatne zamienia sie
na luki (jak na rysunku 1). Reszte zadania tatwo przetlumaczy¢ do tej nowej
wersji. W tym momencie juz pojawia sie pomyst — moze uda sie uzy¢ drzewa
przedzialowego? Ale zanim napiszemy jak, wyjasnijmy sobie, co bedziemy

rozumieé przez drzewo przedziatowe.

Drzewo przedzialowe (rys. 2) stuzy do przechowywania informacji zwiazanych
7z podprzedzialami zadanego przedziatu [a,b]. W korzeniu drzewa jest zapisana

informacja zwigzana z calym przedzialem, w jego dwdch synach informacje

zwigzane z lewg i prawa potowa tego przedziatu i tak dalej, az wreszcie
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Rys. 3. Zawarto$¢ drzewa przedziatowego
po wstawieniu przekatnych z rysunku 1.

w lisSciach zapamietywane sa wartosci odpowiadajace pojedynczym punktom.
Warto$é przechowywana w wierzchotku v bedziemy oznaczaé f(v).

Jako ¢éwiczenie Czytelnik moze w oparciu o drzewo przedziatowe skonstruowaé strukture danych do
obstugi dynamicznie zmieniajacego si¢ ciggu ai, ...
wyrazy na 0, (2) ustaw a; := x oraz (3) podaj sume podciagu a; + a;4+1 + ... + a;j. Operacje (2) i (3)
powinny dzialaé¢ w czasie O(logn).

, an, dopuszczajaca operacje (1) inicjuj wszystkie

No dobrze, ale jak to zastosowaé¢ do naszego problemu?

Zapytajmy, kiedy w nowym modelu (tym z prosta),
mozna polaczyé dwa punkty = i y przekatna? Spdjrzmy
na rysunek 1. Dla danego ¢ niech ¢(t) oznacza najnizszy
tuk, ktéry przecina pionowa pélprosta wychodzaca

z punktu ¢ (dotkniecie nie liczy si¢ jako przeciecie;
wartoscia g(t) moze by¢ ,pusty” tuk). Luk od z do y
mozna dodaé¢ dokladnie wtedy, gdy g(z) = g(y). Musimy
wiec szybko oblicza¢ wartosci funkcji g. Do tego przyda
sie drzewo przedzialowe.

Przypusémy, ze wiemy juz, iz mozemy dodaé przekatna
(x,y). Jak to zrobi¢? Otéz przekatna ,pokryje” podciag
wierzchotkéw [z + 1,y — 1]. Stowo pokryje oznacza, ze
pélprosta wychodzaca z kazdego z wierzchotkdéw z tego
przedzialu przetnie nasza przekatna, cho¢ niekoniecznie
jako pierwsza.

Funkcja dodajaca przekatna (z,y) bedzie dzialaé
rekurencyjnie. Najpierw wywohlijemy ja dla korzenia.
Dodajac przekatna (x,y) w wierzchotku v drzewa
przedzialowego, wykonujemy operacje:

e jedli podprzedzial z wierzchotka v zawiera sie
w [z + 1,y — 1], to ustaw f(v) na nizszy z tukéw f(v)
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i(x,y) (wysoko$¢ tuku mozna szybko obliczyé, jest to
Yy — IE),

e jesli podprzedzial z wierzchotka v jest rozlaczny
z [x + 1,y — 1], to nic nie réb,

e w przeciwnym razie wywolaj funkcje dodaj dla dzieci
wierzchotka v.

Latwo zauwazy¢, ze g(t) to najnizszy sposrod

tukéw zapamietanych w wierzchotkach drzewa
odpowiadajacych przedzialom pokrywajacym punkt ¢,
czyli na Sciezce prowadzacej z korzenia do wierzchotka ¢.
Zatem g(t) mozna znalez¢ w czasie O(logn).

Funkcja SprawdZ moze dzialaé na podobnej zasadzie,
sprawdzajac, czy w odwiedzanych po drodze
wierzcholkach jest zapamietana poszukiwana
przekatna. (Kazda wstawiona przekatna zostaje gdzies
zapamietana, dlaczego?)

Aktualizacje stanu struktury podczas usuwania
przekatnej pozostawiamy Czytelnikowi.
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