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Rys. 1. Umie$émy w wierzchotkach
tréjkata jednakowe ciezarki 1

(np. kilogram). Ciezarki w A i B
zastepuje ciezarek 2 umieszczony

w $rodku S odcinka AB, zastapmy
wiec A i B przez S. Cigzarkiw C'i S
mogg by¢ zastapione przez cigzarek 3
umieszczony w P. Z prawa dzwigni (po
obu stronach musi by¢ ten sam iloczyn
ramie¢ razy sila) wynika, ze P musi by¢
dwa razy blizej punktu, gdzie cigzar jest
dwa razy mniejszy, czyli PC =2 . PS.

Rys. 3

Rys. 4

Mota delld

Gdzie lezg Srodki ciezkosci?
Oto dwa twierdzenia Archimedesa.

1. Srodkiem ciezkosci wierzcholkéw tréjkqta jest punkt przeciecia Srodkowych,
ktore dzielg sie przy tym w stosunku 2:1.

Przypomnijmy — srodek cigzkosci wierzchotkow figur to z definicji $rodek masy
punktéw materialnych powstalych przez umieszczenie w kazdym wierzchotku
tej samej masy. Postepujac jak na rysunku 1, stwierdzamy, ze srodek ciezkosci
znajduje sie na odcinku taczacym érodek boku trojkata z przeciwleglym
wierzchotkiem, dwa razy blizej tego srodka. Poniewaz to samo rozumowanie
mozemy przeprowadzi¢, rozpoczynajac od dowolnego boku, wiec twierdzenie
zostalo udowodnione.

I1. Srodkiem ciezkosci trojkqta-deseczki tez jest punkt przeciecia Srodkowych
trojkata.

Tu dowdd wymaga jeszcze jednego zmyslnego pojecia: prostej rownowagi.
Tak jak $rodek ciezkosci to punkt, w ktérym podparte cialo (przez chwile
przynajmniej) bedzie w réwnowadze, tak prosta réwnowagi to taka prosta, ze
cialo podparte wzdluz niej tez zachowa réwnowage. Z tego wynika, ze érodek
ciezkodci lezy na kazdej prostej réwnowagi.

Dowdd Archimedesa polegal na wykazaniu, ze srodkowa jest w trojkacie-deseczce
prosta réwnowagi. Wystarczy w tym celu stwierdzi¢, ze oddzialywanie na
grodkows jest symetryczne — tyle samo z jednej, co z drugiej strony. A wiec
wystarczy wykazaé, ze odcinki ztozone z punktéw trojkata jednakowo
oddalonych od $rodkowej sa réwnej dlugosci. W tym celu narysujmy (rys. 2)
jaki$ odcinek M N réwnolegly do srodkowej i przecinajacy tréjkat ABC po
stronie wierzchotka B. Odbijmy teraz symetrycznie wzgledem srodkowej cala te
czesé trojkata (otrzymamy punkty B, M', N'). Oznaczmy przez K L odcinek
uzyskany z przeciecia prosta M’N’ nieodbijanej czesci tréjkata. Sam dowdd
przebiega tak

KL AK B'M' M'N'

CD AD B'D  CD’
Trzy rownoéci stosunkéw biora sie z zastosowania twierdzenia Talesa kolejno do
trojkatow ACD, DAB’ i B'CD. Zatem kazda $rodkowa jest prosta réwnowagi,
a wiec srodek ciezkosci musi leze¢ w ich wspélnym punkcie.

zatem KL= M'N'"=MN.

Zajmijmy sie teraz czworokatami.

Srodek ciezkosci wierzcholkéw czworokata mozna, rzecz jasna, latwo wyznaczyé.
Jest to $rodek odcinka taczacego srodki przeciwleglych bokéw — faktycznie
$rodek ciezkosci dwoch sasiednich wierzchotkéw wypada w $érodku taczacego

je boku, dwdch pozostalych tez, a w obu tych $rodkach sa te same masy (te

w wierzchotkach razy 2).

Taka prosta obserwacja ma jednak ciekawe konsekwencje. Po pierwsze, cztery
wierzcholki mozna potaczy¢é w pary na trzy sposoby. Zatem prawdziwe jest
twierdzenie (rys. 3):

odcinki tgczqce w czworokqcie $rodki przeciwleglych bokow i odcinek taczqcy
Srodki przekgtnych majq wspolny Srodek.

Po drugie, mamy inne twierdzenie (rys. 4):

lgczqce srodki kolejnych bokow czworokgta, otrzymujemy réwnoleglobok.
Istotnie, réwnolegtobok jest jedynym czworokatem, ktorego przekatne poltowia
sie. Taki réwnoleglobok nazywa sie réwnoleglobokiem Varignona danego
czworokata od nazwiska XVII-wiecznego matematyka.
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Rys. 5

Rys. 6

Oczywiscie, wielokat ma jeszcze trzeci
$rodek ciezkoéci — srodek ciezkosci bokéw,
traktowanych jak odcinki drutu réwnej
grubosci. Ten jednak nawet w przypadku
tréjkatéw pokrywa si¢ z pozostatymi
$rodkami ciezkosci jedynie, gdy tréjkat
jest rownoboczny. Oto przyktad:

Q74

Na rysunku zostal znaleziony $rodek
cigzkodci bokéw tréjkata, majacych
dtugosci 3, 4 1 5. Jest to punkt S (prosze
sprawdzi¢). Jak widaé, nie pokrywa sie

z punktem T, w ktérym przecinaja sig
$rodkowe. Moze Czytelnicy znajda jakies
ciekawe twierdzenia o srodkach ciezkosci
bokéw tréjkata i czworokata?

Zadanie znalezienia $rodka ciezkoséci dowolnego czworokata-deseczki zostato
pozytywnie rozwigzane (przed stuleciem) przez Wittenbauera. Tak mu si¢
spodobal réwnolegtobok Varignona, ze postanowil réwniez ten $rodek ciezkosci
okresli¢ poprzez rownolegtobok — my nazywamy go dzi§ réwnolegtobokiem
Wittenbauera. Buduje sie go tak. Kazdy bok czworokata dzielimy na trzy

jednakowe czeéci i prowadzimy proste przez kazde dwa punkty sasiadujace

(na réznych bokach) kolejno z kazdym wierzchotkiem. Proste te wyznaczaja,
oczywiscie, réwnolegtobok — podobnie jak w przypadku réwnolegloboku
Varignona mozna z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wykazad,
ze boki réwnolegloboku sg parami réwnolegte do przekatnych wyjéciowego
czworokata. Otrzymany réwnoleglobok Wittenbauera (rys. 5) ma zatem boki
rownolegte do bokow réwnolegtoboku Varignona, jest tylko wigkszy — jak
nietrudno sprawdzi¢ (czy naprawde nietrudno?) — dla kazdego czworokata
liniowo % razy. Wittenbauer wykazal, ze srodek jego rownolegtoboku jest
$rodkiem cigzkoéci wyjsciowego czworokata-deseczki. Oto, jak sie to robi.
Postuzymy sie jedna osia uktadu wspoétrzednych
(Kartezjusz, od ktérego nazwiska nazywa sie uklady
wspolrzednych, sam tez postugiwal sie zawsze jedna
osia). Bedzie nig przekatna AC danego czworokata
(rys. 6); wszystkie inne punkty bedziemy rzutowaé
na te o§ w kierunku drugiej przekatnej. Niech S i Sa
beda srodkami ciezkoéci trojkatéw, na ktore dzieli
czworokat przekatna AC; prosta je laczaca ma kierunek
drugiej przekatnej. PoprowadZzmy bowiem srodkowe
w tych tréjkatach ze érodka T przekatnej AC — S7 1S
odcinaja z nich po jednej trzeciej — znéw twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa w tréjkacie T BD.
Obierzmy zero osi AC' w punkcie A, wspdtrzedna T'
niech bedzie a (wéwczas wspdlrzedna C' bedzie 2a),
a wspolrzedng punktu @) przeciecia przekatnych niech
bedzie b. Obliczymy teraz wspélrzedne z, y, z punktéow
P, R, S przeciecia AC przez boki rownolegtoboku
Wittenbauera i przez prosta S1.53. Z twierdzenia Talesa
kolejno w tréjkacie ABD mamy x = %b, w tréjkacie

CBD mamy
y=>b+ %(2@ —b) = 2(b+4a) i w tréjkacie TBD mamy

z=a+3(b—a)=3(b+2a).
Okazalo sie zatem, ze z jest Srednig arytmetyczna x i y, a wiec S jest srodkiem
odcinka PR, czyli prosta 5152 przechodzi przez srodek réwnolegtoboku
Wittenbauera.

I 0 to nam chodzilo. Srodek ciezkosci danego czworokata-deseczki mozna
obliczy¢ jako srodek cigzkosci dwoch punktéw materialnych: S; z masa
proporcjonalng do pola trojkata ABC i Ss z masa proporcjonalna do pola
trojkata ADC'. Jakie by te masy nie byly, zawsze Srodek ciezkosci bedzie
zatem lezal na prostej 5152, czyli na prostej przechodzacej przez $rodek
rownolegtoboku Wittenbauera.

Biorac z kolei pod uwage przekatna BD, otrzymamy tym sposobem inng prosta,
ktora przechodzi przez srodek czworokata Wittenbauera i na ktorej lezy $rodek
ciezkosci danego czworokata. Lacznie zatem ten Srodek ciezkosci musi lezeé¢ na
obu prostych, czyli po prostu byé srodkiem czworokata Wittenbauera.

Ciekawym zadaniem na ten temat jest udowodnienie, ze réwnolegtoboki
Varignona i Wittenbauera tego samego czworokata maja wspolny srodek wtedy
i tylko wtedy, gdy ten czworokat sam tez jest rownolegtobokiem.

Pokrywanie si¢ srodkow ciezkoSci wierzchotkéw wielokata i wielokata-deseczki

jest bowiem (poza tréjkatami) egzotyczne — ma miejsce na przyklad wtedy, gdy

wielokat mozna nalozyé¢ na niego samego co najmniej na trzy sposoby.
Mata Delte przygotowal Marek KORDOS
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