Zliczamy inwersje Michal ADAMASZEK

Bedziemy badaé¢ permutacje zbioru {1,...,n}, czyli réznowartosciowe ciagi
dtugosci n o wyrazach z tego wtasdnie zbioru. Na przyklad ciag:

[alv az,as, aq, as, aG] = [65 37 45 27 15 5]
jest permutacja zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Spoéjrzmy teraz na dowolna pare pozycji w takim ciagu. Niektére z nich sa

w ,dobrej” kolejnosci, tzn. a; < a; dla ¢ < j, a niektére wrecz przeciwnie. Pary
(ai,a;), ktére sa w zlej kolejnosci, czyli dla i < j zachodzi a; > a;, nazywamy
twersjami. W przyktadowej permutacji zapisanej powyzej w inwersji sa

pary (6,3), (6,4), (6,2), (6,1), (6,5), (3,2), (3,1), (4,2), (4,1) oraz (2,1).

Jest ich razem 10. Wlasnie ta warto$¢ — taczna liczba inwersji — jest wazna
charakterystyka permutacji, ktéra chcemy nauczy¢ sie obliczac.

Czytelnicy o bardziej algorytmicznym podejsciu do zycia moga poczué sie
bardziej usatysfakcjonowani inna definicja. Przypusémy, ze traktujemy powyzszy
zapis permutacji jako tablice, ktéra chcemy posortowaé rosnaco. Laczna liczba
inwersji w permutacji to wowczas liczba zamian elementéw, jakich dokona
algorytm sortowania bgbelkowego. Przypomnijmy bowiem, ze algorytm ten
zamienia zawsze sasiednie elementy, likwidujac przy tym doktadnie jedna
inwersje.

CEAD

Zanim przystapimy do zliczania inwersji, mala obserwacja wstepna. Dla danych
dwdch liczb naturalnych z, y zdefiniujmy ciag:
Thk—1 Yrk—1
(:EanO) = (‘r)y) oraz (xkayk) = (\‘ 2 J ; \‘ 2

Na przyklad, startujac od pary (59, 52) otrzymamy kolejno:
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Bez problemu zauwazamy, ze jesli x > y, to najpierw
bedziemy otrzymywaé pary (x, yx), w ktérych zj > yp,
nastepnie pary, w ktérych z = yi, az wreszcie od
pewnego momentu stale pare (0,0). Zastanéwmy sie,

co dzieje sie w ostatnim kroku [, w ktérym x; > y;.

Przede wszystkim, jesli > y + 2, to [§]| > [4]. Wobec
tego w rozwazanym kroku [ musimy mie¢ doktadnie
x; = y; + 1. Przypudémy teraz, ze y; jest nieparzyste,

czyliyp = 2p+ 1, 1 = 2p + 2. Wowcezas:

T =p+1l, Y1 =p,
a zatem wciaz x;4+1 > Y141, co jest sprzeczne z wyborem
[ jako ostatniego indeksu o takiej wlasnosci. Z kolei jesli
yi jest parzyste (y; = 2q, 1 = 2q+ 1), to z111 = ¢ = Y41,
czyli wszystko gra. Reasumujac, mozemy stwierdzié, ze:

e jesli x > y, to istnieje dokladnie jeden indeks 1, dla
ktorego x; = y; + 1 oraz y; jest parzyste.

Teraz algorytm zliczania inwersji w permutacji
mamy juz prawie za darmo. Zademonstrujmy go na
przyktadzie permutacji

[6,3,4,2,1,5].
Znajdujemy wszystkie pary (a;,a;), w ktérych i < j,
a; = aj + 1 oraz a; jest parzyste. W naszym przypadku
jest jedna taka para, (3,2). Dzielimy wszystkie wyrazy
ciagu przez 2 (catkowitoliczbowo):
(3,1,2,1,0,2]
i powtarzamy wyszukiwanie par: tym razem sa cztery
pary (3,2), (3,2), (1,0) oraz (1,0). Dzielimy przez 2:
[1,0,1,0,0,1].

(59,52) — (29,26) — (14,13) — (7,6) — (3,3) — (1

,1) — (0,0) — ...

Tutaj mamy 5 par postaci (1,0). W kolejnym kroku
dostaniemy same zera i zakonczymy prace. Zatem
wszystkich inwersji jest 5 +4 + 1 = 10. Poprawnos¢ tego
algorytmu wynika oczywiécie z ostatniej obserwacji:
kazda pare, ktora jest inwersja, zliczymy doktadnie

raz, mianowicie w ostatnim kroku, w ktérym miedzy
wyrazami na rozwazanych pozycjach wcigz ma miejsce
nieréwnosé ostra.

Pozostaje pytanie, jak zaimplementowa¢ pojedyncza
iteracje algorytmu, to znaczy zliczanie w zadanym ciagu
[a;] wszystkich par ¢ < j, dla ktérych a; = a; + 1 oraz

a; jest parzyste. Wystarczy w tym celu, przegladajac
tablice od lewej, zlicza¢ w osobnej tablicy wystapienia
kolejnych wartosci, a napotykajac parzyste a; sprawdzac
dodatkowo, ile razy pojawila si¢ dotychczas liczba

a; + 1. Jedna faza wymaga wiec O(n) operacji, a faz
jest dokladnie [log, n].

W tym eleganckim i pomystowym algorytmie
wykorzystywalidémy wtasnoéci liczb catkowitych.

Mozna zapytac, jak wyglada algorytm znajdowania
liczby inwersji w dowolnym ciagu poréwnywalnych
elementow, na przyktad liczb rzeczywistych lub napiséw.
Innymi stowy pytamy, jak znalezé liczbe inwersji ciggu
w modelu obliczen, w ktérym dopuszczalne sa jedynie
pytania postaci ,czy a; > a;?”. Mozna to zrobi¢ takze
w czasie O(nlogn), co pozostawiamy Czytelnikowi
jako zadanie. Moze sie przydaé¢ struktura danych, ktéra
pozwala wstawi¢ nowy element oraz znalezé liczbe
elementéw wickszych od danego w czasie O(logn).



