Utlamki Fareya i okregi Forda Jarostaw FABERSKI"
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Historia utamkéw Fareya, zwanych tez ciggami Fareya, zaczeta sie w 1816
roku. Wtedy to John Farey — brytyjski geolog interesujacy si¢ matematyka —
zauwazyl pewne ciekawe wlasnosci, badajac utamki z przedziatu [0, 1] o malych
mianownikach. Niestety nie potrafil udowodni¢ tego, ze jego obserwacje daja
sie uogdlni¢ dla utamkéw o wigkszych mianownikach. Z drugiej strony nie
udalo mu si¢ znalezé kontrprzyktadu pokazujacego, ze zauwazone wlasnosci sa
jedynie dzietem przypadku. Aby rozwiaé¢ swoje watpliwosci wystal do redakeji
Philosophical Magazine list, w ktérym poinformowal o swoim odkryciu, liczac
na pomoc czytelnikéw. List zostal przettumaczony na francuski i wystany
Cauchy’emu, ktéry udowodnil hipotezy stawiane przez Fareya. Nieco pdzniej
okazalo sig, ze juz w 1802 roku C. Haros odkryl i udowodnit to, co czternascie
lat p6zniej zauwazyt Farey.

Przyjrzyjmy sie teraz owym wlasnosciom, o ktorych Farey napisal w swoim
liscie do Philosophical Magazine. Niech F,, bedzie rosnacym ciagiem ulamkow
nieskracalnych z przedzialu [0, 1] o mianownikach nie wigkszych od n — taki ciag
bedziemy nazywaé n-tym ciggiem Fareya. Pierwsze cztery takie ciagi wygladaja
nastepujaco:
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Niech ¢ i § to kolejne utamki w n-tym ciggu Fareya. Wtedy prawdziwe sg

nastepujace stwierdzenia:
1. bc—ad =1.
2. Jezeli bedziemy zwigkszac n, to pierwszym utamkiem jaki trafi miedzy ¢ i §

. (atc
bedzie (b+d§.

Chociaz wlasnosci zauwazone przez Fareya wygladaja na pierwszy rzut oka
zaskakujaco, to okazuje si¢, ze maja one stosunkowo prosta interpretacje
geometryczna. Opiera sie ona na okregach Forda — konstrukcji opisanej przez
Lestera R. Forda w artykule w American Mathematical Monthly w 1938 roku.
Okregi Forda to okregi styczne do prostej OX, ktorych srodki leza w punktach
(p/q,1/2¢%), gdzie p/q to oczywiscie utamek w postaci nieskracalne;.

Zadajmy sobie teraz pytanie: co okregi Forda maja wspélnego z utamkami
Fareya? Aby na nie odpowiedzie¢, narysujmy dwa okregi Forda styczne do
prostej OX w punktach £ i %, a naste¢pnie zrzutujmy srodek mniejszego z nich
na ten promien wigkszego, ktéry jest prostopadly do prostej OX (rys. 1). Teraz
sprawdzmy co jest potrzebne do tego, by narysowane okregi mogly by¢ styczne
do siebie. Z posiadanych informacji o okregach Forda wynikaja nastepujace
réwnania:

AB = =(1/v* —1/d*), BC =c/d—a/b.

1
2
Twierdzenie Pitagorasa daje nam AC? = AB? + BC?. Aby okregi byly styczne
potrzebna jest réwno$é: AC = $(1/b* + 1/d?). Po kilku przeksztalceniach
okazuje sie, ze okregi sa styczne wtedy i tylko wtedy, gdy bc — ad = 1.

Z réwnania bc — ad = 1 wynikaja réwnania: (b + d)c — (a 4+ ¢)d = 1 oraz
(a+¢)b— (b+ d)a = 1, ktére pozwalaja udowodni¢ w analogiczny sposéb jak

wyzej, ze okrag Forda styczny do prostej OX w punkcie EZIE; jest styczny do

obydwu okregéw juz narysowanych (rys. 2).

Aby zobaczy¢, ze okregi Forda istotnie mozna uznaé za rozwiazanie problemu
sformulowanego przez Fareya nalezy odwolaé si¢ do wlasnodci inwersji. Inwersja
wzgledem okregu o srodku w punkcie O i promieniu r to przeksztalcenie,

w ktérym obrazem punktu A jest taki punkt A’, ktéry lezy na pdlprostej OA
oraz spelia warunek OA - OA’ = r? (rys. 3). Jezeli do plaszczyzny dorzucimy
jeden punkt ,w nieskonczonosci”, to mozemy przyjaé, ze O przechodzi na ten
dodatkowy punkt, a jego obrazem przy inwersji jest O.
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Rys. 4. Czarne figury sg wzajemnie
swoimi obrazami wzgledem kolorowych
okregow.

Inwersja ma kilka interesujacych wlasciwosci. Przede wszystkim inwersja ztozona
z drugg inwersja wzgledem tego samego okregu daje identycznosé. Poza tym
przeksztalca ona figury styczne na figury styczne. Kolejna pozyteczna wlasnosé
to zachowanie inwersji wzgledem prostych i okregéw — jezeli figura (prosta, lub
okrag) zawierala srodek okregu, wzgledem ktérego dokonano inwersji, to jej
obrazem bedzie prosta, a jesli nie zawierala, to jej obrazem bedzie pewien okrag
(rys. 4). Inna wlasnoscia inwersji jest konforemnosé, ale ta wlasnos$é nie bedzie
nam potrzebna.

Narysujmy dwie proste: y = 0 oraz y = 1. Nastepnie narysujmy rodzine okregdw
stycznych do obydwu powyzszych prostych w punktach, ktérych wspétrzedna

x jest calkowita (nazwijmy ja rodzina S) oraz jeden duzy okrag o $rodku

w punkcie (0,0) i promieniu 1 (wzgledem tego okregu bedziemy dokonywaé
inwersji). Efektem jest rys. 5.
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Rys. 5

Rozpatrzmy teraz dwa przeksztalcenia: L(z) =  + 1 oraz I(x) = 1/x.
Przeksztalcenia te opisuja co dzieje sie z pierwsza wspoOlrzedng punktu
stycznosci okregu stycznego do prostej OX odpowiednio przy przesunieciach

o wektor (1,0) i przy inwersji wzgledem okregu o $rodku w punkcie (0, 0)

i promieniu 1. Dzigki wypisanym wczeéniej wlasno$ciom inwersji mozemy
stwierdzié, ze obrazami okregéw z rodziny S po zadziataniu dowolnym zlozeniem
przesunieé i inwersji beda okregi styczne do prostej OX i do innych okregow
stycznych do prostej OX (rys. 6).

Rys. 6

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze okregi beda styczne do prostej OX w punktach
(x,0) takich, ze x jest liczba wymierna. Mozna zadaé pytanie: Czy liczba = musi
spelnia¢ jaki$§ dodatkowy warunek poza wymiernoscia, by istnial okrag styczny
do prostej OX w punkcie (z,0) zgodny z powyzsza konstrukcja? Okazuje sie,

ze nie — kazda liczba wymierna ma ,swdj” okrag styczny. Aby to udowodnié
wystarczy pokazaé, ze kazda liczbe wymierna mozna wyrazi¢ za pomoca
ztozenia funkcji L oraz I, gdzie punktem startu jest liczba zero. Pokazemy to

na przykltadzie liczby 9/14:

Z=0+3) "= (1+ (1+g)*1)‘1 _ <1+ (1+ (4 %)1)_1)1 )
_ <1+ (1+ (1+(4)1)1)_1)1 - <1+ (1+ (1+(4+0)1)1)_1)1

Algorytm polega na odejmowaniu od danej liczby jej czesci catkowitej,

a nastepnie odwracaniu czesci utamkowej i powtarzaniu tych dwoch operacji,
az do otrzymania zera. Poniewaz poczatkowa liczba ma skonczony licznik

i mianownik, a w kolejnych krokach algorytm pracuje nad utamkami o coraz
mniejszych mianownikach, to powyzszy proces dla kazdej liczby wymiernej na
pewno sie zakonczy. Co wiecej przesledzenie kolejnych krokéw powyzszego
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algorytmu od konca wstecz pozwala skonstruowaé

0 1
1 0 okrag styczny w punkcie (z,0) za pomoca
\ / przesunieé oraz inwersji, zaczynajac od okregu
% stycznego w zerze.
Uwazny Czytelnik z pewnoscia domysla sie juz,
co powyzsza konstrukcja okregéw stycznych do
1 2

prostej OX ma wspolnego z utamkami Fareya

Forda, co wynika z pokazanych wczesniej

2 1
i okregami Forda. Oczywiscie skonstruowane
W powyzszy sposOb okregi sa wlasnie okregami
1 2 3 3

wlasnosci oraz faktu, ze okregi styczne do

z udowodnionych wczeéniej wlasnosci tychze

3 3 2 1
prostej OX w punktach (z,0) dla z calkowitych
/ \ / \ / \ / \ maja promienie réwne 1/2. Z faktu, ze kazda
liczba wymierna ma swoj okrag Forda oraz
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okregéw wynikaja pozytywne odpowiedzi na
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ postawione przez Fareya pytania.
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Rys. 7
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Piszac o utamkach Fareya oraz okregach Forda
nalezy wspomniel, ze zagadnienie to ma takze
inng interesujaca interpretacje, a mianowicie
drzewo Sterna—Brocota. Jest to algorytm generujacy liczby wymierne w sposéb
mechaniczny za pomoca zwigkszania licznika i/lub mianownika (pomijamy
powtérzenia) jak to pokazano na rys. 7.

708
1 3 3 2

Na zakonczenie warto wspomnie¢ o pewnych wnioskach zwiazanych z sama
historia opisanego powyzej odkrycia. Pokazuje ono, ze historia jako nauka,

a w szczegolnosci historia matematyki nie jest nauka sprawiedliwa — wszakze ten
artykul poswiecony byl ,ulamkom Fareya”, a nie ,ulamkom Harosa”. Poza tym
okazuje sie, ze nie trzeba by¢ wielkim matematykiem, by zosta¢ zapamietanym.
Najtrafniej oddaje to komentarz Hardy’ego: Farey is immortal because he failed
to understand a theorem which Haros had proved perfectly fourteen years before.

m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 717. W szczelnej kolbie znajduje sie woda o temperaturze 0°C. Po odpompowaniu

z kolby powietrza cata woda zamarzta lub wyparowata. Jaka cze$¢ wody wyparowata?
Przyjaé, ze nie bylo doptywu ciepla z zewnatrz, ciepto parowania wody w temperaturze
r =0°C to 2,54 - 10® J/g, a ciepto topnienia lodu A = 3,35 - 10® J/g.

Rozwiazanie na str. 6

F 718. 100 g lodu o temperaturze 0°C umieszczono w naczyniu nieprzewodzacym
ciepta i poddano cignieniu 6 - 107 Pa. Jaka cze$é lodu roztopi sie? Przyjaé, ze
podwyzszenie cignienia o 1,39 - 107 Pa sprawia, ze temperatura topnienia lodu obniza
sie 0 1°C. Cieplo wlasciwe lodu wynosi ¢ = 2,100 J/(g - 1°C).

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Waldemar POMPE

M 1207. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, dla ktérej liczba
7" — 1 jest podzielna przez 6" — 1.
Rozwiazanie na str. 15

M 1208. Na przyjeciu spotkalo sie n oséb. Okazalo sig, ze zadnych dwdch znajomych
nie ma wspdélnego znajomego. Ponadto kazdych dwéch nieznajomych posiada doktadnie
dwoéch wspdlnych znajomych. Wykazac, ze wszystkie osoby obecne na przyjeciu maja
taka sama liczbe znajomych.

Rozwiazanie na str. 24

M 1209. Dane s3 prosta k oraz punkty A i B lezace po tej samej stronie prostej k
(rysunek). Na prostej k wyznaczy¢ taki punkt X, dla ktérego warto$¢ wyrazenia
AX? + BX? jest najmniejsza.

Rozwigzanie na str. 24
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