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Rys. 1

Rozwigzanie zadania F 717.

Aby bilans ciepta byl zachowany, ciepto
potrzebne do parowania moze powstac
jedynie kosztem ciepta wydzielonego
podczas zamarzania wody, tzn.

Ami = rma, gdzie A i r to odpowiednio
ciepto topnienia lodu i parowania wody,
a mq oraz ms to masy wody, ktéra
zamarzla/wyparowala. Zatem stosunek
masy wody, ktéra wyparowata ms do
calkowitej masy wody znajdujacej si¢
w kolbie mi + m2 jest réwny:
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Nierownosci na obrazkach
Marcin PILIPCZUK *

Nierownosci bywaja zaskakujace i nieraz trudno sie domysli¢, dlaczego mialtyby
by¢ prawdziwe. Pokazemy pokrotce, ze niejedng nieréwnosé da sie¢ ,zobaczy¢” i,
na obrazku, nagle wszystko wydaje sie oczywiste.

Wigkszoéé¢ Czytelnikéw zna zapewne nieréwnos$é Jensena. W wersji podstawowej
moéwi ona, ze jesli f : R — R jest funkcja wypukla, to dla dowolnego n
naturalnego, dla dowolnych z1,z9, ...z, € R oraz dla dowolnych wag
ti1,ta,...,t, > 0 o sumie 1, zachodzi:

Ztif(xi) > f <Z ti$i> .
i=1 i=1

Na poczatek pokazemy, ze ta nierownosé jest oczywista. Przypomnijmy, ze
funkcja wypukla f to taka funkcja ciagla, ze zbiér punktéw nad wykresem
A={(z,y) : f(z) <y} jest zbiorem wypuklym. Zauwazmy, ze dla kazdego

1<i < npunkt X; = (25, f(z;)) € A. Wobec tego, jesli w punkcie X; polozymy
wage t;, to érodek ciezkosci wag tez bedzie nalezal do A. Ten $rodek ma
wspoélrzedne:

X = zn:tiXi = (zn: til'i, iﬁﬁ%l‘ﬂ) .
i=1 i=1 i=1

Skoro punkt X jest nad wykresem funkcji f, to

f (Z ti$i> < Z%’f(%‘)-
i=t =1

Koniec dowodu. Calo$é¢ przedstawia rysunek 1.

Z nieréwnoscia Jensena mozna juz bardzo duzo. Przykladowo, rozwazmy
wariant zwyklej nieréwnoéci srednich méwiacej, ze dla dowolnych 0 < p < ¢, dla

dowolnego n naturalnego, dla dowolnych ay, ..., a, > 0 zachodzi:
1 1
1< Y 1< !
(aZ@ <<;Z“3 '
i=1 i=1

Na rysunku lub rézniczkujac latwo zobaczyé, ze funkcja f(x) = zr jest wypukla
dla z > 0. Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena dla x; = a?, powyzszej funkcji f i wag
t; = % Otrzymamy:

1 n 1 n %
q P
w2l (52‘%’) '
i=1 1=1
Podnoszac obie strony do potegi %, otrzymamy zadana nieréwnosc.
Prawie tak samo dowodzimy klasycznej nieréwnosci Cauchy’ego méwiaca, ze dla
dowolnego n naturalnego i dla dowolnych aq, ..., a, > 0 zachodzi nier6wnos¢:

n

Hai < %iai.
i=1

i=1
Zauwazmy, ze funkcja f(z) = —Ina jest funkcja wypukla dla z > 0. Zastosujmy
nier6wnosé¢ Jensena dla tej funkcji, dla liczb z; = a; i wag t; = % Otrzymamy,
po przemnozeniu obu stron przez —1:

1 — 1 —
- E Inz; < lnﬁ E ;.
=1 =1

Dzialajac na obie strony rosnaca funkcja e®, otrzymamy teze.

Teraz zastanéwmy si¢ nad troche innym problemem. Wezmy okrag

o promieniu 1. Ktéry z tréjkatéw wpisanych w niego ma najwickszy obwod?
Intuicja podpowiada, ze pewnie réwnoboczny, tylko jak to uzasadni¢? Jesli
a, 3,7 beda katami w tym trojkacie, to z twierdzenia sinuséw obwod bedzie
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przez —1:
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Rys. 2

1 1
g(sina—i—sinﬁ—l—sin'y) < sin <§ (a+ﬁ—|—7)> T

wynosi¢ 2sin o + 2sin § + 2siny. Zauwazmy, ze na odcinku [0, 7] funkcja
f(z) = —sinz jest wypukla, zastosujmy wiec nieréwnosé Jensena dla tej funkcji,
n =3, wag t; = % i zmiennych «, 3,~. Otrzymamy, po przemnozeniu obu stron

V3
372

Patrzac na obrazkowy dowdd nieréwnosci Jensena, tatwo zobaczy¢, ze rownosé
zachodzi tylko dla tréjkata réwnobocznego.

Pozostawmy juz nieréwnosé Jensena i na koniec sprobujmy udowodnié

sobrazkowo” nastepujaca nieréwnos$é: dla dowolnych a, b, ¢ > 0 zachodzi:

\/(12 —ab+ b2+ \/b2 —be+c?> \/a2+ac+02.
WezZmy na plaszczyznie punkty X, A, B, C tak, by:

o | XA|l=a,|XB|=0, |XC|=c¢
o |[XAXB| = o |[«BXC|= & |[<AXC| = %’r

Wéwezas, z twierdzenia cosinuséw, mamy: |AB| = va? — ab + b2,
|BC| = Vb% —be+ 2 i |AC| = va? + ac + ¢2, wiec nasza nieréwnosé to

nier6wnosé tréjkata w tréjkacie ABC.

Czarne swiatlo

W typowym doswiadczeniu, demonstrujacym zjawisko
ugiecia $wiatla, na siatke dyfrakcyjna pada waska
wiazka uformowana przez odpowiednia szczeling.
Szczelina ta stanowi zrédlo $wiatla odwietlajace

wiele szczelin siatki. Patrzac z drugiej strony siatki
widzimy obrazy tego zrédla w postaci uktadu prazkéw.
Srodkowy prazek powstaje dzicki $wiattu, ktére

nie doznaje ugiecia. Najjasniejsze z symetrycznych
bocznych prazkéw sa efektem ugiecia tj. maksimami
interferencyjnymi pierwszego rzedu.

Na co dzien dyfrakcje mozna zauwazy¢, obserwujac
latarnie Swiecace za oknem przestonietym cienka lecz
gesto tkang firanka lub prze$witujace przez tkanine
parasola. (Mamy wtedy do czynienia z dwuwymiarowa
siatka dyfrakcyjna, ktora daje obrazy latarni utozone
w dwuwymiarowa siec.)

7 oczywistych przyczyn wspomniane obserwacje czyni
sie, gdy na dworze jest ciemno. Natomiast spogladajac
przez firanke w dzien, mozna zauwazy¢ inne zjawisko
zwigzane z dyfrakcja $wiatta. Jesli na tle jasnego nieba
widoczny jest jaki§ wydluzony obiekt (np. stup anteny
na odlegltym dachu, przewdd elektryczny, cienka gataz
itp.) to widaé¢ go wyraZnie jako ciemny ksztalt, ktéremu
po obu bokach towarzysza bledsze obrazy utozone
symetrycznie jak prazki dyfrakcyjne. Catos¢ wyglada
tak, jakby obserwowany obiekt byl Zzrédlem ,czarnego
Swiatta” | ktére doznaje ugiecia przy przejéciu przez
firanke.

Zeby przeanalizowaé to zjawisko jakosciowo,
rozwazmy siatke dyfrakcyjna, przez ktora ogladamy
$wiecacy ekran. (Rozmiary katowe ekranu musza byé
wieksze niz rozmiary katowe dostrzegalnego obrazu
dyfrakecyjnego.)
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Swiatlo pochodzace z takiego rozciaglego 7rédla pada
na siatke z roznych kierunkéw. Patrzac przez siatke,
widzimy jasne jednolite tlo (tak jak widzimy niebo przez
firanke). Sposréd wszystkich promieni wydzielmy te,
ktére pochodza z waskiego paska polozonego naprzeciw
nas i zbadajmy ich wktad do catego jasnego obrazu.
Aby nabra¢ wyobrazenia o tym wkladzie, rozwazmy
wiazke promieni padajacych na siatke. Wiazka ta ulega
ugieciu takiemu samemu jak $wiatlo pochodzace od
szczeliny w dodwiadczeniu Younga, tj. daje obrazy
wyrdznionego paska w postaci prazkow wystepujacych
pod odpowiednimi katami. Takie prazki pochodzace

od wszystkich paskdéw skladaja sie na jednolity obraz
Swiecacego ekranu.

Jedli rozciagle zrédlo swiatta przestoniete jest
nieprzezroczysta przeszkoda o szerokosci katowej

takiej, jak omawiany waski pasek, to promienie

z przestonietego obszaru nie dochodza do siatki.

W konsekwencji, w obrazie ogladanym przez siatke
brakuje odpowiadajacych im prazkéw, co narusza
jednolitos¢ tta. W miejscach, w ktérych brakuje prazkow
natezenie $wiatla o danej barwie jest mniejsze. Oznacza
to, ze obserwujemy ciemne obrazy przeszkody. Maja

one posta¢ ciemnych prazkow, zupelnie tak, jakby
przeszkoda byla zréodiem fal widocznych jako ,czarne
Swiatto”. Jesli ekran $wieci $wiattem bialym, to prazki
sa teczowe, przy czym uktad barw jest odwrotny

niz w przypadku zwyklego ugiecia $wiatla bialego
pochodzacego od szczeliny, tzn. czerwony prazek
pojawia si¢ pod katem ugiecia mniejszym niz prazek
niebieski. Mozna to uja¢ stwierdzeniem, ze widziany
przez siatke ciemny obiekt na jasnym tle jest negatywem
obrazu jasnego zrédla, co przedstawia umieszczona na
okladce para fotografii.



