Lemat o glosowaniu i test rangowy Rafal SZTENCEL

Przypusémy, ze n roslin poddanych doswiadczeniu urosto do wysokosci a1, as,
.., Qy, podczas gdy egzemplarze kontrolne uzyskaly wysokosci by, ba, ..., by,.
Jesli wypiszemy otrzymane liczby w porzadku malejacym i wszystkie a pojawia
sie przed wszystkimi b, to uznamy, ze do$wiadczenie silnie wplynelo na wzrost

roslin. Metoda nieskuteczna powinna natomiast da¢ uporzadkowanie losowe.

Uporzadkowanie liter a i b mozna zinterpretowac jako wynik glosowania,

w ktérym obaj kandydaci uzyskali tyle samo gloséw. W trakcie obliczania
gloséw jeden z kandydatow mégl prowadzi¢ 2k razy, 0 < k < n, co zajdzie wtedy
i tylko wtedy, gdy nier6wno$é a; > b; ma miejsce dla k wskaznikéw i (nalezy
zalozy¢, ze wszystkie a; oraz b; sa rézne).

Zagadnieniem prowadzenia przy
obliczaniu gloséw zajmowalismy si¢
w poprzednim odcinku.

Szansa takiego zdarzenia jest réwna 1/(n + 1); szansa na 2k lub wigcej
prowadzen wynosi (n — k +1)/(n+1). W roku 1876 Galton [2] przeprowadzil
przedstawione wyzej rozumowanie nie znajac wartosci prawdopodobienstw.
Dane doswiadczalne pochodzitly od Darwina, a prowadzity 26 razy przy n = 15.
Galton wnioskowal, ze metoda byta skuteczna. My mozemy dodaé, ze nawet
nieskuteczna metoda databy 26 lub wiecej prowadzen z prawdopodobienstwem
3/16. Obecnie podobne testy rangowe stosuje sie powszechnie, bowiem
potrafimy obliczyé¢ szanse przypadkowego uznania metody nieskutecznej za
skuteczna.

Udowodnimy teraz to, co zapowiadaliémy w poprzednim odcinku i czego
nie wiedzial Galton: jesli glosowanie zakonczylo si¢ remisem, to szansa,
ze kandydat A prowadzil 2k razy, nie zalezy od k i jest réwna 1/(n + 1).

Przyjmijmy oznaczenie
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Wyniki liczenia gloséw, jak pamietamy, rejestrujemy w postaci drog
wychodzacych z punktu (0, 0).

Twierdzenie 1. Jesli glosowanie zakonczylo sie remisem n : n, to wsréd (2:)

mozliwych wynikéw liczenia gloséw jest (a) Lo, _o takich, ze kandydat A mial
w chwilach 1, 2, ..., n — 1 przewagg; (b) Lo, takich, ze kandydat A prowadzil
2n razy.
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Punkt (b) otrzymujemy zauwazajac, ze droga z (a)

po odrzuceniu pierwszego i ostatniego odcinka
prowadzi z (1,1) do (2n — 1,1), nie schodzac ponizej
prostej y = 1 (p. rys.). Przesuniecie calosci o wektor
(=1, —1) pokazuje, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy drogami nieujemnymi

z (0,0) do (2n — 2,0) a drogami spelniajacymi (a).

Twierdzenie 2. Niech Loy 2, oznacza liczbe drég

z (0,0) do (2n,0) takich, ze 2k odcinkéw lezy ponad
osia OX, a 2n — 2k odcinkéow lezy pod osia OX,
k=0,1,2,...,n. Wtedy Lok 2, = Lo, niezaleznie od k.

Dowdd. Teza jest oczywista dla n = 1. Dla indukcji
zatozymy, ze Logom = Lopm, 1 <m<n—1,0< k< m.

Przypuéémy, ze droga ma 2k odcinkéw powyzej osi OX,
0 < k <n—1.Jej pierwsza ,wycieczka” z zera mogta
by¢ dodatnia lub ujemna i zakonczyta sie w chwili 27.
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W pierwszym przypadku wycieczka mogla zostaé
odbyta na Ls,_o sposobdw, a dalsza czes¢ drogi na
Lok 2y 9n—2r = Lop—2, sposobéw. W drugim przypadku
pierwsza wycieczka jest ujemna, ale liczbe drég
obliczamy analogicznie, co po zsumowaniu wzgledem
dopuszczalnych r daje:
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Zamiana wskaznika sumowania w drugiej sumie na
s =n —r + 1 pozwala zobaczy¢, ze

n
Loy on = E Loy _2Loy o,

r=1

a to nie zalezy od k.

Symetria i tw. 1 daja Loy, 2, = Lo,2n = Loy, a poniewaz
wszystkich drég z (0,0) do (2n,0) jest (n + 1)Ly, wiec
Lgk,gn = Lgn dla 0 < k < n.



