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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2008

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
547 (WT = 1,04) i 548 (WT = 2,24)
z numeru 10/2007
Marian -
Lupiezowiec  Zebrzydowice 43,55

Pawel Kubit — Krakow 41,03
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 39,78
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 39,72
Jerzy Cisto — Wroctaw 37,73
Tomasz Tkocz — Rybnik 36,35

563. Liczby catkowite k, m, n spelniajg réwnanie m_
n

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 563, 564
Redaguje Marcin E. KUCZMA

k2 +m?
k2 4+ n?

oraz warunek:

k? +m? + n? jest liczbg pierwszg. Dowiesé, ze m = n.

564. W prostokacie o bokach dtugosci a, b poprowadzono skoriczong liczbe odcinkéw
rownolegtych do jego bokéw. Odcinki moga sie przecinaé, zaden nie zawiera sie w boku
prostokata, a suma ich dlugosci jest réwna d. Udowodnié, ze wsrod czesci, na ktére

odcinki dzielg prostokat, istnieje taka, ktérej pole jest nie mniejsze niz

( 2ab )2
a+b+d)

Zadanie 564 zaproponowal pan Tomasz K. Kujawa z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2008

555. Niech n bedzie liczbg parzysta. Wyznaczy¢ najmniejszg liczbe
naturalna k o tej wlasnosci, ze w kazdym k-elementowym podzbiorze
zbioru {1, 2,3,...,3n} znajduja si¢ liczby z,y (niekoniecznie rézne),
ktérych suma albo réznica jest rowna n.

555. Niech n = 2m. Wykazemy, ze jesli K jest
k-elementowym podzbiorem zbioru {1,...,3n}, przy czym
k > 3m + 1, to istniejq takie liczby z,y € K, ze x +y =n
lub x —y =n.

Wystarczy w tym celu wzigé pod uwage m — 1 par

{1,2m—1}, {2,2m—2}, ..., {m—1,m+1}
oraz 2m par
{2m+1,4m~+1}, {2m+2,4m+2}, ..., {4m,6m};

razem 3m — 1 par. Elementy kazdej pary z drugiej serii
réznig sie o 2m (czyli n); za$ w kazdej parze z pierwszej
serii suma elementéw wynosi 2m. Gdy zbiér K zawiera
ktorakolwiek z tych par, to mamy teze.

Przypusémy wiec, ze tak nie jest; wowczas z kazdej pary co
najwyzej jeden element wchodzi do K. Jezeli zbiér K liczy
wiecej niz 3m elementéw, to musza w nim by¢ co najmniej
dwie liczby, niewystepujace w tych parach. Jedynymi takimi
liczbami sa: m oraz 2m; obie muszg znalezé sie w K. Biorac
r =y =m, mamy x + y = n; zatem i w tym przypadku zbiér
K ma wtasnosé, o ktéra chodzi.

Natomiast zbiér k-elementowy, gdzie k < 3m, juz tej
wlasnosci mie¢ nie musi. Przyktad: zbior

Ko={1,2,..., m—1}U{2m} U {4m+1,...,6m};
dla dowolnych x,y € Ko mamy =+ y # 2m, x —y # 2m.

Odpowiedz: minimalna liczno$¢ zbioru o rozwazanej
wlasnosci jest réwna %n + 1.
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Przypominamy tres¢ zadan:

556. Dana jest liczba rzeczywista a > 0 oraz liczba catkowita n > 0.
Udowodnié, ze najwigksza mozliwa wartos¢ iloczynu xi1x2 ... x5,
ktérego czynniki x; sa liczbami naturalnymi spelniajacymi warunek
1+ ...+ x, < a, wynosi L%J . Lﬂj L%J .

556. lloczyn x1x2 ...z, przyjmuje tylko skonczenie wiele
warto$ci, wiec istnieje wérdéd nich wartosé maksymalna M.
Niech z1,..., 2z, beda liczbami naturalnymi o sumie

Z zi < a, dla ktérych z122. ..z, = M; mozna przyjaé,

ze z1 = zi = zn dla wszystkich i. Oczywiscie Z zi = |a]
(gdyby ta suma byta niewigksza od |a| — 1, to zwigkszajac
z1 o 1 dostaliby$my nowy ,dobry” ciag n liczb naturalnych,
o iloczynie wiekszym od M).

Ponadto z1 — z» < 1 (gdyby ta réznica wynosita co
najmniej 2, woéwczas zastepujac z1 przez z1 — 1, a zp,
przez z, + 1, dostalibySmy nowy ,dobry” ciag, o iloczynie
wigkszym od M).

Zapiszmy liczbe |a| w postaci gn + r (dzielenie z reszta);
q, 7 > 0 catkowite, 7 < n. Z uzyskanych wczesniej
warunkéw wynika, ze w ciagu (z1,...,2n) jest n —r
liczb réwnych ¢ oraz r liczb rownych ¢ 4+ 1. Zatem
M=zizs...2n. =q¢" "(¢+1)".

Oznaczajac a— |a] =d (0 <0 < 1), otrzymujemy réwnosci

at+k (gqn+r+0)+k +r+k+5
n n —d n
dla k=0,1,...,n—1,
{aJrkJ_ +{r+k+5J_{q+O dla k<n—r,
n —d n “lg+1 dla k>n—r,
i ostatecznie
n—1 n—r—1 n—1
a+k a+k a+k
[[[==]- 1T |~ II [~

k=0 k=0 k=n—r

=q"""(q+1)" =M.
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Andrzej.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2008

Zadania z fizyki nr 458, 459
Redaguje Jerzy B. BROJAN

460. — Za goraca jest ta kawa, zaczekam pare minut, az sie ochtodzi — powiedziat

— Albo niech doleje Pan sobie mleka, bedzie chtodniejsza — zaproponowata Elzbieta. —
Akurat pozostato go troche w filizance.

— Zrobie jedno i drugie, boli mnie jezyk — zdecydowal Andrzej.

— Najlepiej niech Pan najpierw zaczeka, a potem dobierze mleka — wtracit sie
Krzysztof. — Kawa szybciej stygnie, gdy jest goraca.

— To prawda, ale mozna tez czes¢ kawy wlaé¢ od razu do mleka — powiedziata Elzbieta.

— Wtedy bedg stygnac¢ dwa naczynia, a nie jedno. Potem zleje Pan oba do jednej

filizanki.
Ktoéra osoba ma racje — Krzysztof, czy Elzbieta? Jesli
Elzbieta, to ile kawy trzeba przela¢ na poczatku? Jaka
najnizsza temperature calosci mozna osiagnac? Wystarczy
rozwigzanie numeryczne, przy nastepujacych wartosciach
danych: masa kawy 150 g, jej temperatura poczatkowa
100°C, masa mleka 50 g, temperatura mleka (réwna
temperaturze otoczenia) 20°C, czas stygniecia 5 minut.
Ciepto wladciwe kawy i mleka jest jednakowe, a tempo
odptywu ciepta do otoczenia nie zalezy od ilosci ptynu

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2008

452. Maty cigzarek wisi na nici o dlugosci [ i kolysze si¢ z amplituda
katowa . Aby rozkotysaé go mocniej, wprawiamy punkt zawieszenia
w ruch harmoniczny o amplitudzie b i odpowiednio dobranej
czestotliwosci oraz fazie. Jaka maksymalng amplitude katowa oy
cigzarek moze osiggnac po czasie t7 Wystarczy odpowiedz przyblizona,
dla malej wartosci b, a duzej (znacznie wigkszej od okresu drgan)
wartoéci t. Obie amplitudy wahan — poczatkowa aq i koncowa ay
452. a) Jesli amplituda katowa jest réwna «, to

w przyblizeniu malych wychylen wspétrzedna pozioma
polozenia ciezarka zalezy od czasu zgodnie ze wzorem

x = lasinwt. Wspétrzedna pozioma sity pochodzacej od
punktu zawieszenia jest wiec opisana wyrazeniem

F=ma; = —mlaw?sinwt = —mgasin wt
W przyblizeniu wzér ten obowiazuje takze dla ruchomego
punktu zawieszenia, pod warunkiem, ze te ruchy sa
niewielkie (mate b). Rozkotysanie wahadla wymaga
dostarczenia mu energii, zgodnie ze wzorem

dE/dt = P = Fuv

gdzie v jest predkoscig punktu zawieszenia. Widzimy,

ze energia jest przekazywana najszybciej wtedy, gdy
czestotliwo$é ruchu punktu zawieszenia jest réwna
czestotliwodei wahan (warunek rezonansu), a faza predkosci
jest zgodna z faza sity i przeciwna do fazy wychylenia
wahadla, tzn. v = —bw sin wt. Srednig wartoécig funkcji
sin® wt jest %, zatem usredniona po jednym okresie moc P
jest réwna

1
Py = Emgabw.

Przyréwnujemy Pi do dE/dt, gdzie d¢ jest jednym okresem
wahan lub jego wielokrotnoscia (jest to jednak czas na
tyle krétki, aby amplituda « nie zmienita si¢ znaczaco).
Podstawiamy energie drgan F = %mgla2 i rozwigzujemy
rownanie, dochodzac do wyniku
B bwt

a1 = ao + 7
b) Oznaczmy przez ¢ chwilowa wartos¢ kata odchylenia
wahadta od pionu, a przez 2 — predkosé katowa wahadta.
Wielkodci te zaleza od czasu wedlug wzoréw
Q= de = aw cos wt.

dt

Sila napiecia nici F' jest suma odpowiedniej sktadowej

p = asinwt,
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W naczyniu, jest proporcjonalne do réznicy temperatur

i takie, ze jesli poczatkowo pozostawimy kawe w catosci,
to po minucie jej temperatura spadnie do 95°C. Pominaé
pojemno$é cieplng samych naczyn.

461. W kubku, ktérego wewnetrzna powierzchnia jest
walcem, znajduja sie dwie kule. Suma srednic kul jest
wigksza od wewnetrznej srednicy kubka. Czy mozliwe jest,
ze kule nie wypadng z kubka odwréconego do géry dnem?

Przypominamy tresé¢ zadan:

— sg niewielkie. Zadanie ma dwa warianty, w ktérych punkt
zawieszenia porusza si¢ wzdluz prostej: a) poziomej, b) pionowej.

453. Koc elektryczny zawiera dwa obwody oporowe i przelacznik
mocy grzania o 4 pozycjach. Jesli minimalna moc wynosi P; = 50 W,
a maksymalna Py = 300 W, to jakie sa warto$ci dwoch posrednich
wartosci mocy?
sity cigzkosci i sity odsrodkowej
2

F = mgcosp +mQl.
Jej pionowa sktadowa Fy otrzymamy mnozac F' przez cos ¢,
a po podstawieniu powyzszych wyrazen na ¢ i {2 mamy

F, = mgcos” (asin wt) + ma’w?l cos® wt cos(a sin wt)

Jak poprzednio, nalezy obliczy¢ sredniag moc przekazywang
wahadlu przez ruchy punktu zaczepienia, czyli usredni¢ po
czasie wyrazenie P = F,v. Réwnowagowa (stala) warto$é
F, = mg si¢ wtedy wyzeruje, a z reszty nalezy — zgodnie
z zatozeniem o niewielkiej warto$ci amplitudy wychylen o
— zachowa¢ wyrazy najnizszego rzedu wzgledem o, tzn.
kwadratowe. Wynikiem jest

F, = mg(1 + o cos 2wt).
Widag¢, ze tym razem nalezy wybraé¢ czestotliwosé
drgan punktu zawieszenia réwng 2w, zgodnie ze wzorem
v = 2bw cos 2wt. Srednia moc wynosi Ps, = mgbwa?,
a rozwigzaniem réwnania rézniczkowego Pi = dE/dt jest
a1 = ape”t’!. Oczywiscie tym razem wzrost amplitudy
moze nastgpi¢ tylko pod warunkiem niezerowej wartosci
poczatkowe;j.

453. Maksymalna moc wystapi wtedy, gdy obwody zostana
dotaczone do sieci réwnolegle, a minimalna — gdy zostana
dotaczone szeregowo. Oznaczajac ich opory jako R i R/,
a napiecie zrédla jako U mamy
U’ 11
P AU (R )
W wyniku przeksztalcenia tych réwnan otrzymujemy

P—U—Q—E(P—\/P2—4PP)—63W
2= =3\ i 1Py ) =

U’ 1 5
P=" = (P4 + /P —4P1P4) — 237 W.

Wyniki te obowiazuja przy zaltozeniu, ze opory maja wartosé
stala (niezalezna od temperatury).



