Jak liczy komputer

Kazdy poczatkujacy programista — wiecej, kazdy
poczatkujacy uzytkownik tego znakomitego liczydta
jakim jest komputer — zastanawia sig, jak to

sprytne urzadzenie rozréznia liczby 1 w jaki sposéb
przeprowadza na nich obliczenia. Odpowiedz na to
pytanie jest prosta, komputer przechowuje wszystkie
liczby w postaci binarnej. Rolg kompilatora jest
odpowiednie przekonwertowanie naszych zapiskéw na
jedyny zrozumialy dla komputeréw jezyk zer i jedynek.
Jak w praktyce realizowana jest ta konwersja? To
pytanie wymaga juz dtuzszych wyjaénien. Nasze
rozwazania rozpocznijmy od abstrakcyjnego pojecia
liczby. Kazdemu znane sa liczby naturalne, rzeczywiste
itp. Nas interesowaé¢ beda systemy liczbowe, czyli
zbiory regul okreslone w celu jednolitego zapisywania

i nazywania liczb.

System pozycyjny jest ztozonym systemem
liczbowym, w ktérym liczby zapisywane sa

w postaci ciagéw cyfr umieszczonych na pozycjach
ponumerowanych kolejno od 0 (rozpoczynajac od prawej
strony). Kazdej pozycji w ciagu przyporzadkowana jest
pewna warto$¢ liczbowa, tzw. waga pozycji (wyjatek
stanowi system znak-modul, o czym pdzniej). Cyfra
znajdujaca sie na danej pozycji okresla wielokrotnosé
wagi tej pozycji. Do zapisu liczby w systemie
pozycyjnym o podstawie p, uzywamy doktadnie p cyfr
0,...,p— 1. Jak doskonale wiemy, w przypadku systemu
podstawie p = 10 (system dziesietny), ciagi liczbowe
skladaja sie z cyfr nalezacych do zbioru {0, 1,...,9}.

Przypuéémy, ze dany jest n-cyfrowy ciag

Cn—1Cn—2 . ..c1¢o bedacy zapisem liczby w systemie
pozycyjnym o podstawie p. W celu lepszej ilustracji
spéjrzmy na ponizsza tabele:

pozycja [n—1|n—-2| .| 1 0
cyfra Cn—1 Cn—2 C1 Co
waga Wp—1 Wy —2 .. w1 wo

w ktorej ¢; € {0,...,p — 1}. Pozycji i przyporzadkowana
jest waga w;. Wartos¢ tak zapisanej liczby wyznaczamy
jako sume wielokrotnosci wag pozycji, co mozemy

zapisa¢ w postaci:
n—1
E C; - W;
i=0

Np. w systemie dziesietnym ciag cyfr 321 oznacza
3-10%2+2-10" +1-10°

Sprobujmy teraz zapoznaé sie z kilkoma powszechnie
stosowanymi systemami pozycyjnymi: naturalnym kodem
binarnym, zapisem znak-modul, kodem uzupelnien do

1 oraz nieco bardziej szczegdlowo z kodem uzupelnien

do 2. Zasadnicza réznica omawianych systeméw
zwigzana jest z okre$leniem wag poszczegdlnych pozycji,
co wplywa na zakres reprezentowanych w systemie liczb,
ale o tym za chwile.

Naturalny kod binarny (Natural Binary Code)
to nic innego, jak odkryty przez Chinczykéw ponad
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4 tys. lat temu, a rozpowszechniony w wieku XVIII
przez Leibniza system binarny. Jest to pozycyjny
system liczbowy o podstawie p = 2, w ktorym do zapisu
liczb, zgodnie z wlasnoSciami systemu pozycyjnego,
uzywa sie jedynie cyfr 0 i 1. Waga i-tej pozycji

w ciagu cyfr jest 2¢. Za sprawa Claude’a Shannona
oraz Konrada Zuse system binarny stal si¢ podstawa
dziatania wspotczesnych maszyn cyfrowych, w ktorych
do reprezentacji dwoch cyfr 0 i 1 wykorzystano

roznice napigé elektrycznych. Shannonowi, ojcu teorii
informacji, zawdzieczamy réwniez powstanie pojecia bit
(skrét od ang. binary digit), okre$lajacego najmniejsza
jednostke informacji, czyli w praktyce po prostu cyfre
0 lub 1. n-bitowy ciag w naturalnym kodzie binarnym
pozwala na reprezentacje liczb z zakresu [0, 2" — 1].

pozycja [n—1|n—-2| .. 1] 0
bit b1 | bn—o | ... | b1 | bo
waga | 2n L[ 2n"2 | . [2l ]2

Jesli ciag b, —1b,—o ... b1bg jest liczba zapisana
w naturalnym kodzie binarnym, to jej wartosé jest

rowna: 1
g b; -2
i=0

Na przyktad liczba 57 w systemie dwojkowym
to 111001, wiec jej oSmiobitowa reprezentacja
w naturalnym kodzie binarnym to 00111001.
Dodajmy, ze 8 bitéw to bajt, a w komputerach stosowane sg

zazwyczaj liczby o diugoséciach n = 8,16, 32 i 64 bitéw. We wszystkich
przykladach bedzie si¢ pojawial najkrétszy format 8-bitowy.

Kolejnym etapem byto stworzenie systemu
umozliwiajacego prosta reprezentacje nie tylko

liczb naturalnych, ale réwniez liczb calkowitych.
Najprostszym systemem wykorzystujacym n bitéw
do zapisu liczb z zakresu [—2"71 41,2771 — 1]

jest tzw. zapis znak-modut (SM — Signed
Magnitude). I tak, wszystkie bity w ciagu, poza
najstarszym (ostatnim bitem poczawszy od prawej
strony), interpretowaé bedziemy jako liczbe zapisana
w naturalnym kodzie binarnym i nazywaé¢ modulem
liczby, a ostatni bit bedzie bitem znaku. Jezeli liczba
jest dodatnia, to bit znaku przyjmuje wartosé¢ 0, jezeli
ujemna — warto$¢ 1. Dysponujac oSmioma bitami

(n = 8), mozemy zapisa¢ na nich wszystkie liczby
calkowite z przedziatu [—127,127].

Ciag bp—1b,—2...b1by w zapisie znak-modul odpowiada

zatem liczbie:
n—2
(_1)1)71,—1 . <Z bl . 21)
i=0

Na uwage zastuguja dwie szczegdlne wlasnoéci systemu
znak-modul. Uwazny Czytelnik zwrécil z pewnoscia
uwage na fakt, iz bit znaku w reprezentacji znak-modut
nie posiada wagi, a jego warto$é, jak sama nazwa
wskazuje, decyduje jedynie o znaku liczby. Zauwazmy
réwniez, iz w zapisie znak-modul mamy dwa sposoby
reprezentacji 0: jako 10000000 oraz 00000000.



Dla wprawy mozemy na przyklad zapisa¢ w 8-bitowym
systemie znak-modut liczbe —13:

bit br | bo | bs | ba | b3 | b2 | b1 | bo

wartosé 1 0Ol0]0]|1 1101
waga | +/— |20 25 [ 24|23 22|21 [20

Kolejnym etapem na drodze do opracowania
koncepcyjnie prostego i latwego z punktu widzenia
przeprowadzania operacji arytmetycznych zapisu liczb
catkowitych, byto opracowanie tzw. kodu uzupelnien
do 1 (U1, 1C — One’s complement). W tym
systemie waga najstarszego bitu jest réwna —2" ! + 1.
Wobec tego ciag bitéw b,_1b,_o...b1bg w kodzie Ul
oznacza liczbe:

n—2
bno1- (=27 1)+ Y b2
1=0

Zakres liczby zapisanej na n bitach w kodzie uzupekien
do 1 jest taki sam jak zakres n bitowej liczby w zapisie
znak-modut i wynosi [72"_1 +1,2n 7 — 1]. Ponownie
pojawia si¢ jednak problem dwdch reprezentacji zera

w postaci ciggdéw 00000000 oraz 11111111.

Reprezentacje liczby dodatniej w kodzie Ul wyznaczamy
standardowo. Natomiast w celu zapisania w formacie

Ul liczby ujemnej wyznaczamy rozwiniecie dwéjkowe

jej modutu, w razie potrzeby uzupeiniajac bitami

o wartosci 0 do ustalonej dtugoéci formatu, po czym
zamieniamy wszystkie bity wyznaczonego ciagu na
przeciwne. Liczbe —13 zapiszemy wigc tak:

bit by be | bs | ba | b3 | ba | b1 | bo
wartosé 1 1 1 1 0 0 1 0
waga | 2741|2625 |24 2322|220

Kod uzupelnien do 2 (U2, 2C — Two’s
Complement) jest w chwili obecnej
najpopularniejszym zapisem liczb catkowitych.

Ze wzgledu na tatwo$¢ wykonywania operacji
arytmetycznych jest podstawa funkcjonowania
wspolczesnych komputerow, co sklania nas do
poswiecenia mu szczegdlnej uwagi. Koncepcja kodu
uzupetnien do dwéch przypomina naturalny kod binarny
i kod Ul. Waga i-tej pozycji jest 2, wyjatek stanowi
waga najstarszego bitu (bitu znaku), ktéra przyjmuje
wartogé —2" 1. Wartodcia ciagu zapisanego w tym
kodzie jest wiec

n—2
b1 (=274 ) b2
1=0

Stosujac kod U2, na n bitach mozemy reprezentowaé
liczby calkowite z zakresu [—2"71 271 — 1], a zatem
mamy dodatkowa liczbe ujemna. Rozwiazany zostat
przy tym problem podwdjnej reprezentacji zera.

Nazwa systemu jest zwigzana ze szczegdlna zaleznoscia
miedzy reprezentacja danej liczby z i liczby przeciwnej
—x. Z wyjatkiem x = 0 suma tych reprezentacji (jesli
potraktujemy ciagi bitéw jako liczby dodatnie) jest
zawsze réwna 2". Wynika stad praktyczny przepis

5

na wyznaczanie w systemie U2 liczby przeciwne;j:
najpierw negujemy wszystkie bity danej liczby,

a nastepnie dodajemy do wyniku liczbe 1. Sprawdzmy:
negacje bitu mozna zapisa¢ jako przeksztalcenie

b; — 1 — b;, zatem w wyniku opisanej procedury
otrzymujemy liczbe:

(1= bpe1)2" (1 )20+ 1

= (b1 20 2 h,20) —2n T 20 L 2n 2]
= —(=bpo1 2"+ 0 12

czyli faktycznie liczbe przeciwna do poczatkowe;j.

Mozemy wyznaczy¢ reprezentacje naszej ulubionej liczby
—13:

bit by | bs | bs | ba | b3 | ba | b1 | bo
wartosé 1 1 1 1 0 0 1 1
waga | —27 (26| 2> |22 23|22 |2t |20

Kod uzupelnien do 2 zyskal swoja popularnosé
dzigki prostym zasadom przeprowadzania operacji
arytmetycznych. Dodawanie i odejmowanie w systemie
U2 jest analogiczne do wykonywania dzialan w zwyklym
systemie dwojkowym. Pojawiajace si¢ przeniesienia
poza bit znaku mozemy zwyczajnie zignorowac. Oto
przyktad:
57 00111001
+ (=13) 11110011
= 44 00101100

Do tego tatwo zanegowaé liczbe (o czym bytla juz
mowa), zatem za darmo mamy tez odejmowanie.
Ogromnie upraszcza to budowe uktadéw
odpowiedzialnych za operacje arytmetyczne

w procesorach. Dla porownania, w systemie znak-modut
musimy prowadzi¢ obliczenia jedynie na modutach liczb,
a nastepnie na podstawie okreslonych regul ustalana jest
warto$¢ bitu znaku. Takze w systemie Ul nie jest az tak
prosto: na przyktad nie moglibyémy dodaé¢ w ten sposéb
do zera (zapisanego jako 11111111) liczby 1 (00000001),
bo wynikiem bytoby 00000000, czyli... zero. W systemie
U2 mamy za to zjawisko tzw. przewijania licznika,
bedace zmora niejednego programisty. Sytuacja taka ma
miejsce, gdy do najwickszej liczby dodatniej w naszej
reprezentacji (01111111) dodamy liczbe 1 (00000001).
W efekcie otrzymamy najmniejsza reprezentowalna
liczbe ujemna (10000000). Liczba ujemna moze tez byé
wynikiem dodawania dwoch duzych liczb dodatnich.

Podsumowujac, przedstawiliSmy pokrotce
najpowszechniejsze systemy reprezentacji liczb
catkowitych stosowane w maszynach obliczeniowych

i komputerach. Niektore z nich jedynie zaistniaty

w $wiecie komputeréw (np. system znak-modul

w komputerach IBM 7090) inne, jak kod uzupelnien
do 2, ciagle przezywaja okres swojej Swietnosci.

W tym momencie powinno sie pojawié¢ pytanie ,A co
z liczbami rzeczywistymi?”. Otéz w przypadku liczb
rzeczywistych mamy do czynienia z tzw. systemams
zmiennopozycyinymi, ale to juz zupetnie inna historia...



