Informatyczny kacik olimpijski (9) — zliczamy Sciezki

W kolejnym kaciku olimpijskim zmierzymy sie z takim
zadaniem:

Mamy dany nieskierowany graf prosty G (bez petli
i wielokrotnych krawedzi). Zadaniem jest obliczenie
liczby Sciezek prostych dlugosci k£ w tym grafie.

Zadanie to ma wiele podobnych wersji — liczba k moze
by¢ ustalona, zamiast $ciezek prostych mozemy liczy¢
cykle proste (dla przypomnienia: $ciezka prosta nie
przechodzi przez zaden wierzcholek wiecej niz raz, cykl
prosty podobnie), itd.

Najprostsze rozwiazanie jest do$¢ oczywiste — bedziemy
explicite poszukiwaé takich Sciezek. Z kazdego
wierzcholka bedziemy uruchamiaé algorytm DF'S,

z zadaniem szukania $ciezek dtugosci k, z kazdego
nastepnika bedziemy szukaé¢ Sciezek dlugosci k — 1
itd. Wchodzac do wierzchotka bedziemy go zaznaczaé
jako odwiedzony (zeby nie powtarzaé¢ wierzchotkéw
na $ciezkach), a wychodzac — z powrotem jako
nieodwiedzony (zeby rozréznié np. Sciezki v, x, w, . ..
iv,y,w,...). Taki algorytm jest bardzo prosty do
zapisania, zuzywa niewiele pamieci, niestety jego
zlozonoéé czasowa jest rzedu nFtl.

Zeby go usprawnié, rozwazmy poszczegdlne wartosci k.

Dla k = 2 pozostanmy przy rozwiazaniu o zlozonoéci
O(n?). Na potrzeby pézniejszych rozwazai zamiast
korzystaé z algorytmu DFS, obliczymy tablice T, taka,
ze To[a, b] jest liczba Sciezek prostych prowadzacych z a
do b o dlugosci 2 o ile a # b, a jesli a = b, to Tx[a, b] jest
liczba cykli prostych o dlugosci 2 przechodzacych przez
a (czyli, de facto, liczba krawedzi wychodzacych z a).
Wtedy rozwigzaniem jest suma ) _, Ta[a, b], za$ tablice
T5 obliczamy oczywidcie w sposéb nastepujacy:

Tola,b) = ZTla - Ti[e, b],

gdzie T]a, b] jest réwne 1, jesli z a do b istnieje krawedz,
za$ 0 w przeciwnym przypadku.

Ten sam sposéb rozumowania przyspiesza juz nam
o rzad wielko$ci rozwiazanie problemu dla k = 3. Znajac
Ty, obliczamy Ty w czasie O(n?), natomiast

Ts(a,b] = Tila,c] - Ty, b] — Ti[a, b]).
c#b
Dlaczego odejmujemy Tila, b]? Wszystko wyjasnia
ponizszy rysunek:
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Wraz ze zwiekszajaca sie dtugoscia Sciezki,
i utatwieniami ktore stosujemy, pojawiaja sie $ciezki
ktore nie sa proste, a ktore maja taka strukture,
ze mogliby$my je przypadkiem policzy¢, gdyby$my
napisali po prostu T1[a, ¢ - T»[c, b]. Podobnie bedzie
w nastepnym przypadku.
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Kiedy k = 4, narzuca si¢, zeby$my skorzystali dwa razy
z tablicy 15, a wiec napisali co$ takiego:
Tyla,b] = ZTgac Ts[c, b]
c#a,b
Pojawia sie jednak podobny problem jak w poprzednim
przypadku, przedstawiony na rysunku:

(na pewno?).
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Mozemy sobie z nim poradzi¢ na dwa sposoby:

e Od wartosci Tyla, b] odejmijmy jeszcze sume
>dzap Dila,d] - Ti[d,b] - (deg(d) — 2). Zmienna d
odpowiada wierzchotkowi d z rysunku. W ten sposéb
odejmujemy kazdy taki przypadek.

e Pozostawmy tablice Ty taka, jaka jest: dopuszcza

ona pewne Sciezki nie-proste, ale nas interesuje liczba
Sciezek prostych dlugosci 4 w calym grafie. Wtedy
odpowiedzia bedzie, jak w poprzednich przypadkach,
suma ., Ty[a, b], pomniejszona o liczbe ,rozetek”

w grafie (takich wlasnie, jak na rysunku), réwna

o deg(d)'(deg(d);1)'(deg(d)_2). Dzielimy przez 2, a nie
przez 6, poniewaz kazda ,rozetke” odejmujemy 3 razy —
przy liczeniu Sciezek z a do b, z a do ¢ iz ¢ do b.

Tym samym dochodzimy do ostatniego przypadku,
ktérym sie zajmiemy — k = 5. Tutaj rozwazania staja
sie do$¢ skomplikowane. Poprawnym rozwiazaniem
jest zastosowanie podobnych rozwazan jak wczesniej,
zaczynajac od napisania

Tsla,b] = ZTgac Ts[c, b]

Tutaj jednak pojawia si¢ wiele przypadkow specjalnych,
ktére nalezy odjaé. Oto niektére z nich:

(na pewno?).
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Najlatwiej tym razem postapi¢ podobnie, jak

w przypadku drugim w rozwiazaniu dla k = 4 — tablice
T5 pozostawié taka, jaka jest, a przypadki szczegolne
zliczaé globalnie dla catego grafu.

Czytelnikowi, ktéry chcialby si¢ zmierzy¢ z doktadnym rozwigzaniem,
i implementacjg powyzszych zadan dla k = 4 i k = 5, polecam zadania

E - ,Piaty wymiar” i G — ,Autostrady” z Akademickich Mistrzostw
Polski w Programowaniu Zespotowym 2007.

Polecam rowniez zastanowienie sie nad podobnym
podejsciem do innych zadan tej samej klasy —
wymienionych na wstepie lub np. do nastepujacego
problemu: Mamy dany zbior punktow na plaszczyinie,
z ktorych Zadne 3 nie sq wspotliniowe. Ile tworzg one
wypuklych czworokqtow?
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