O rodzinach zamknietych na sumy teoriomnogosciowe

Adam DZEDZEJ "

Rozwazmy skonczong rodzine zbioréw A. Przypu$émy, ze zbiory nalezace do

tej rodziny moga by¢ nieskonczone. Powiemy, ze rodzina A rozréznia dwa dane
elementy, jesli istnieje zbiér A € A, ktéry zawiera jeden z tych elementow,
a nie zawiera drugiego. W naszych rozwazaniach bedziemy utozsamiaé¢ punkty,

ktorych rodzina nie rozréznia, zatem mozemy zalozyé, ze nasz swiat (|J.A) jest
skonczony. Na przyklad, jesli rozwazymy rodzine osi uktadu wspélrzednych

w R3, to mozemy ja utozsami¢ z rodzina {1,2}, {1,3}, {1,4}, gdzie 1 odpowiada
poczatkowi uktadu wspéirzednych.

Powiemy, ze rodzina A jest zamknicta na sumowanie, jezeli wraz ze zbiorami

A1 B do rodziny nalezy takze A U B. Rodzina jest nietrywialna, jezeli jej

elementem jest jakis niepusty zbiér. W 1979 roku zostata postawiona przez
Petera Frankla nastepujaca

Hipoteza (Union-Closed Sets Conjecture). Jesli A jest nietrywialna rodzina

zamknieta na sumowanie, to istnieje element x € |J A, ktéry nalezy do
przynajmniej potowy zbioréw z A.

Mimo prostego sformulowania do dzis nikt nie wie, jak
zabrac sie do dowodu tej hipotezy. Jak to wiec czesto
bywa z problemami kombinatorycznymi, mozna Scigaé¢
sie w czesciowych wynikach. Dwa parametry, ktore sie
do tego nadaja sa oczywiste. Pierwszy to liczba zbioréow
w A, a drugi ||J.A|. Wiadomo, ze hipoteza zachodzi,
jesli rodzina A sklada sie z nie wiecej niz 48 zbioréw.
Ostatnio I. Bosnjak i P. Markovi¢ udowodnili hipoteze
przy zalozeniu ||JA| < 11. A zatem jesli hipoteza jest
falszywa, to najmniejszy kontrprzyktad musi zy¢ na
zbiorze minimum 12-elementowym i sama rodzina musi
skladac sie z co najmniej 49 zbiorow.

Jezeli do rodziny A nalezy zbiér jednoelementowy

{z}, to zbioréw, do ktérych nalezy = jest co najmniej
polowa (¢éwiczenie!). Podobnie jezeli do rodziny nalezy
jakis zbiér dwuelementowy {z,y}, to dobrym wyborem
bedzie x lub y. Dalej juz nie jest tak prosto. Istnieje
taka rodzina A, do ktérej nalezy zbiér {x,y, z}, ale
zaden z elementow x,y, z nie jest elementem polowy
zbioréw z A (éwiczenie: znalezé taki przyklad).

T. P. Vaughan zaproponowata definicje rodziny FC
(od Frankl Conjecture). Rodzina F jest FC, jesli jest
zamknigta na sumowanie i ma nastepujaca wlasnosc:

dla kazdej rodziny A zamknietej na sumowanie, jesli A
zawiera F, to pewien element | J F nalezy do co najmniej
polowy zbioréw z A.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli rodzina zamknieta na
sumowanie zawiera jakas rodzine FC, to spelnia
hipoteze Frankla. Wiemy juz, ze rodziny {0, {z}}

oraz {0,{z,y}} sa rodzinami FC. Mozna my$le¢

o poszukiwaniu innych takich minimalnych rodzin FC.
Kilka z nich, to:

e zbidr czteroelementowy wraz z trzema swoimi
podzbiorami trzyelementowymi,

e zbidr piecioelementowy wraz ze wszystkimi swoimi
podzbiorami czteroelementowymi,

e dowolne trzy podzbiory trzyelementowe zbioru
piecioelementowego i wszystkie ich sumy,
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e rodzina {0, {a,b,c},{a,d, e}, {b,c,d,e},{a,b,c,d, e}},

e dowolne cztery podzbiory czteroelementowe zbioru
szescioelementowego 1 wszystkie ich sumy.

R. Morris proponuje zawody w poszukiwaniu liczb
FC(k,n) (k <n). Sa to minimalne liczby takie,

ze rodzina generowana przez FC(k,n) dowolnych
podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego

jest rodzing FC. Czytelnik sam zauwazy, ze

FC(1,n) = FC(2,n) = 1. Z przykladu powyzej wynika,
ze FC(3,4) = 3. R. Morris znalazl wszystkie rodziny FC
na zbiorze piecioelementowym (jest 6 takich, ktére nie
zawieraja mniejszej rodziny FC). Z jego pracy wynika,
ze FC(3,5) =3, FC(4,5) =51 FC(3,6) = 4. Pokazuje
tez, ze jesli n > 2k — 2, to liczba FC(k,n) rzeczywiscie
istnieje. To znaczy, ze rodzina wszystkich podzbioréw
k-elementowych zbioru n-elementowego jest FC, a tym
samym FC(k,n) < (7). Dla kilku matych liczb znane sq
troche lepsze oszacowania:

7< FC(4,6) <8,
e FC(3,7) <6,
o FC(4,7) < 18,
o |2]+1<FCB,n) <2, dlan>4.
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Wracajac do wlasciwej hipotezy dodajmy, ze dla duzych
rodzin tez niewiele wiadomo. E. Knill podal argument,
z ktérego wynika, ze dla rodziny ztozonej z n zbioréw
istnieje element, ktéry nalezy do co najmniej

n—1

logy n
z nich. P. Wéjcik poprawil ten wynik ale praktycznie
tylko o staly czynnik. Pokazal, ze dla rodziny n zbioréw
istnieje element, ktéry nalezy do wiecej niz
1+o0(1) n 2,40942n
log, 3 logyn log, n

sposérod nich.
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