O cyklach Hamiltona w grafach powstalych z drzew
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Rys. 1. Przyktad grafu Halina.
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Rys. 2. Przyktad uogélnionego grafu
Halina stopnia 3.

Rys. 3

Rys. 4. Etapy budowania cyklu
Hamiltona w uogdlnionym grafie
Halina stopnia 2. Zacieniowane tréjkaty
symbolizujg drzewa.

Magdalena BOJARSKA

Moja praca dotyczy teorii graféw. Na poczatek przypomne pewne pojecia

tej teorii. Drzewo jest to spdjny graf bez cykli. Lisciem drzewa nazywamy
wierzchotek stopnia 1, czyli taki, z ktérego wychodzi doktadnie jedna krawedz.
Wezlem drzewa nazywamy kazdy wierzcholek drzewa, ktory nie jest lisciem.
Przypomnijmy tez, ze cykl Hamiltona jest to cykl, ktéry przechodzi doktadnie
jeden raz przez kazdy wierzcholek grafu. W mojej pracy zajmowalam sie
szukaniem cykli Hamiltona w grafach Halina oraz uogdlnionych grafach Halina.
Grafem Halina nazywamy graf powstaly w wyniku potaczenia cyklem lisci
drzewa, w ktérym stopien kazdego wezla drzewa jest réwny co najmniej 3.
Uméwmy sie zatem, ze lisciem w grafie Halina bedziemy nazywaé kazdy
wierzcholek, ktéry byt lisciem w drzewie, z ktérego powstal graf, natomiast
wezlem kazdy inny wierzcholek.

W mojej pracy dowodze, ze w kazdym grafie Halina istnieje cykl Hamiltona.
Pokaze teraz szkic dowodu tego twierdzenia, ktéry przeprowadze przez indukcje
wzgledem liczby weztéw grafu. Przyjmijmy, ze twierdzenie jest prawdziwe

dla kazdego grafu o n weztach. Niech graf G bedzie grafem Halina o n + 1
wezlach. Mozna udowodnié, ze wsrod weztéw tego grafu istnieje taki, ktory
sasiaduje z dokladnie jednym innym wezltem, a pozostate wychodzace z niego
krawedzie prowadza do lisci. Usuwajac teraz wszystkie liscie sasiadujace

z takim wierzchotkiem, spowodujemy, ze on sam stanie sie liSciem, a zatem
umieszczamy go na okregu. Na mocy zalozenia indukcyjnego w tak powstalym
grafie istnieje cykl Hamiltona. Nastepnie przywracamy usuniety fragment

i na mocy nietrudnych do wymyslenia konstrukcji budujemy cykl Hamiltona
w wyjSciowym grafie G na podstawie tego istniejacego w grafie o n weztach.
Dokonczenie dowodu pozostawiam Czytelnikowi.

Uogdlnionym grafem Halina stopnia n nazywamy plaski graf powstaly poprzez
umieszczenie lisci pewnego drzewa (kazdy wezel tego drzewa ma stopien co
najmniej 3) na n roztacznych okregach, lezacych na zewnatrz siebie. Naturalnym
uogdélnieniem rozwazanego powyzej problemu jest pytanie, czy istnieje cykl
Hamiltona w uogélnionych grafach Halina. Mnie udalo si¢ znalez¢ warunek
konieczny i dostateczny na istnienie cyklu Hamiltona w uogdlnionych grafach
Halina stopnia 2. Otéz:

W wogdlnionym grafie Halina stopnia 2 istnieje cykl Hamiltona wtedy i tylko
wtedy, gdy w grafie tym nie istnieje wierzcholek rozspajajgcy.

Tak jak poprzednio, pokaze tutaj jedynie szkic dowodu. Jezeli w grafie istnieje
wierzcholek rozspajajacy, czyli taki, ktérego usuniecie powoduje rozpad grafu
na co najmniej 2 czesci, to teza jest oczywista — w grafie nie moze istnie¢ cykl
Hamiltona. Ten warunek jest powszechnie znany i odnosi sie do wszystkich
grafow. Jezeli natomiast w uogdlnionym grafie Halina stopnia 2 nie istnieje
wierzcholek rozspajajacy, to mozna udowodnié, ze w kazdym takim grafie
mozna znalezé $ciezki AC, BD i EF pokazane na rysunku 3, przy czym

kazdy wierzchotek nalezacy do ktorejs z tych éciezek jest korzeniem drzewa,
ktorego wszystkie lidcie leza na jednym z okregéw (jeden wierzcholek moze by¢
korzeniem kilku drzew), a takze zadne liscie nie leza na diuzszych tukach AB

i C'D. Nastepnie przez G oznaczmy wierzcholek sasiadujacy z wierzchotkiem E
na Sciezce E'F. Zalézmy réwniez, ze wezel G jest korzeniem drzewa o liciach
na okregu, do ktérego nalezg liscie A i B. Wtedy zaczynamy cykl Hamiltona

w wierzchotku B. Nastepnie przez wszystkie wierzcholki (z wyjatkiem korzeni)
drzew, ktorych liscie leza na tuku AB, az do ostatniego drzewa o korzeniu

w wezle G, przechodzimy do wierzchotka G (w pracy dowodze, ze takie przejscie
jest mozliwe). Nastepnie, po $ciezce EF, z wierzchotka G do F', dalej do

liscia D, z liscia D, przez wszystkie wierzchotki nalezace do drzew, ktérych liscie
leza na tuku C'D do liscia C', z wierzchotka C' do liscia A i, zamykajac cykl, do
B krawedzia bezposrednio laczaca liscie A i B (rys. 4). W ten sposéb pokazalam
konstrukcje cyklu Hamiltona w uogélnionym grafie Halina stopnia 2.
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