Lemat o glosowaniu — zasada odbicia

Rafat SZTENCEL

Na kandydata A oddano a gloséw, na kandydata B b glosow, przy czym a > b.
Jaka jest szansa, ze podczas obliczania glosow kandydat A bedzie caly czas

prowadzil?

Obliczanie glosow mozemy przedstawié¢ jako droge w uktadzie wspdtrzednych
(podobnie jak historie meczu tenisowego Agnieszki i Bolka z poprzedniego
odcinka). Punktem startowym drogi jest (0,0), glos na A zwicksza

wspoélrzedna y o 1, glos na B zmniejsza ja o 1, wspolrzedna = zawsze rosnie o 1.

Zadanie sprowadzi si¢ wtedy do obliczenia, ile drég nieprzecinajacych osi OX
prowadzi z punktu P do Q. Moze nam w tym pomoc nastepujaca

Zasada odbicia. Liczba drég z P do @, ktére dotykaja lub przecinaja o$ OX,

jest réwna liczbie drég z P’ do Q.
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Rysunek pokazuje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy drogami

nalezacymi do obydwu kategorii. Punkt S jest punktem pierwszego kontaktu

drogi z osia OX.

Mozemy teraz rozwiazac zadanie. Punktem koncowym kazdej drogi opisujacej
historie glosowania jest (a + b,a — b). Wszystkich drég jest wiec (a:b).

Jedli A ma caly czas prowadzié, to droga musi przej$é przez punkt (1, 1). Drog
z (1,1) do (a + b,a — b), ktore dotykaja lub przecinaja o§ OX jest — na mocy
zasady odbicia — tyle, ile wszystkich drog z (—1,1) do (a + b,a — b). Kazda

taka droga sklada sie z a odcinkéw ,,w goére” i b — 1 odcinkéow ,,w dot’, zatem
interesujacych nas dréog jest (azrfIl). Wszystkich drég z (1,1) do (a + b,a —b)
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Obliczamy prawdopodobienstwo p tego, ze A bedzie caly czas prowadzil:
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Zeby docenié¢ zasade odbicia, Czytelnik moze poszukaé¢ innego rozwiazania — na

przyklad ulozyé réwnania ze wzoru na prawdopodobiefnistwo catkowite (to czesto

stosowana metoda, za pomoca ktérej mozna rozwiazaé¢ np. klasyczne zadanie

o ruinie gracza).

Feller [1] okresla zasade odbicia jako ,niepozorny lemat podany przez Bertranda

w 1887 roku”, ktéry dostarczy nam ,zadziwiajacego bogactwa informacji

dotyczacych fluktuacji losowych”. Sama zasada odbicia przypisywana jest Desiré

André (1887). Zadanie, przytoczone na poczatku, znane jest w literaturze jako

lemat o glosowaniu.

Na zakoniczenie pytanie: jesli glosowanie zakonczylo sie remisem, to jakie sa
szanse mozliwych n + 1 wynikow prowadzenia: 2n : 0, 2n — 2 : 2, ..., 0 : 2n?

Zajmiemy si¢ tym nastepnym razem.
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