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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2008
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
545 (WT = 1,80) i 546 (WT = 2,24)
z numeru 9/2007

dany1 = (ao—|—a1+a2—|—...—|—an)2—1
wyraz poczatkowy ag jest dowolng liczbg z przedziatu (—1;1). Wykazaé, ze szereg

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

. jest okreslony wzorem rekurencyjnym
da n=0,1,2,...;

jest zbiezny. Czy jego suma jest liczba

Andrzej Jozwik — Warszawa 46,71 Zadania z matematyki nr 561, 562
;a::f;nNaJma“ ~ Jawormo 4593 pedaguje Marcin E. KUCZMA
Lupiezowiec  Zebrzydowice 43,55 561. Ciadg nieskoﬁczony ap,a1,az, ..
Pawel Kubit — Krakéw 41,03
Grzegorz Karpowicz — Wroclaw 39,78
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 36,44
Wojciech Maciak — Warszawa 35,69 : 2
’ nieskonczony ao + a1 + a2 +az + ...
Tomasz Tkocz ~ Rybnik 35,31 Y ao 3

Witamy: Andrzej J6zwik — nowa twarz
(nr 107) w Klubie 44M; Pawel Najman —
trzydziesty Weteran (!). c
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553. Niech (z,vy, z) bedzie jedna z szukanych tréjek. Liczby
1 1 1
a=z+—-, b=y+-, c=z+—
y z T
sa naturalne. Ich iloczyn wynosi
1 1 1 1
abc=zyz+ |z +y+z+—-—+-—+-| +—.
Ty oz TYz
Suma w nawiasie jest réwna a + b + ¢. Oznaczajac X = zyz,
A=abc— (a+Db+c), dostajemy zaleznosé¢ X +X ! = A,
czyli X? — AX 4+ 1 = 0. Liczba X jest wiec pierwiastkiem
wymiernym tréjmianu kwadratowego t? — At + 1, ktérego
wyréznik A = A? — 4 (liczba naturalna) musi byé
kwadratem liczby wymiernej — zatem takze kwadratem
liczby naturalnej. Stad A = 2, czyli X = 1. Uzyskana
rownosé xyz = 1 pozwala zapisa¢ liczby wymierne x, y, z
w postaci ilorazéw liczb naturalnych
k l
= -, y=—, Z =
l m
Wzory okreslajace liczby naturalne a, b, ¢ prowadza do
uktadu rownoéci al =m+ k, bm =k +1, ck =1+ m.

=3

Niech s = k + [ + m. Dostajemy zwiazki
s s s

a+1’ m:b+1’ -

o T e+ 1’
ktore po dodaniu stronami oraz skréceniu przez s daja
przedstawienie liczby 1 w postaci sumy utamkéw egipskich

L 1 N 1 N 1
T a+1 b4+1 c+1°
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wymierna? (odpowiedZ moze zaleze¢ od ao).

562. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Punkt F lezy
na okregu opisanym na tréjkacie AC' D, wewnatrz trojkata ABC'. Okrag przechodzacy
przez punkty B, D, F' przecina bok AB w punkcie E. Dowiesé, ze

|CD|-|EF|+ |DF|-|AE| = |BD|- |AF)|.
Zadanie 562 zaproponowatl pan Michat Kieza z Warszawy.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2008
Przypominamy tresé zadan:

553. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb wymiernych x, vy, z, dla ktérych kazda z liczb
Y+ % , 2+ % jest catkowita.

554. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA,
AB i spelniajg warunki |XFDB| = |[XEDC|, |[XDEC| = |XFEA|, | XEFA| = |XDF B|. Dowie§¢,
ze proste zawierajace wysokosci trojkatéow AEF, BFD, CDE, poprowadzone odpowiednio

z wierzchotkéw A, B, C, przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Ich mianowniki (a + 1, b+ 1, ¢+ 1) musza tworzy¢ jedna
z trojek (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6), (3,2,6) lub permutacje
cykliczna takiej tréjki. Stad

(@1, 2) = (E 1 m) _ <a+l b+1 c+1)

7 I’"m’ k c+1 a+1"b+1

jest (odpowiednio) jedna z tréjek

(1,1, 1) lub (%, 2, 1) lub (%, g, 2) lub (%, %, 3)
— lub permutacja cykliczna jednej z tych trojek. Kazda
z nich spelnia postawione warunki.

554. 7Z podanych zalozen wynika, ze trojkaty AEEF, BEFD,
CDE sa ostrokatne (rysunek). Zatem spodki K, L, M ich
wysokosci AK, BL, CM sa punktami lezacymi na odcinkach
EF, FD, DE (nie na ich przedtuzeniach). Oznaczmy:
|<EAK|=a/, |4FBL|=8, |4DCM|=-,
|[<KAF|=qa", |<LBD|=p", |<MCE|=+".
Aby dowiesé, ze proste AK, BL, C'M przecinaja, si¢
w jednym punkcie, wystarczy wykazaé, ze
. / . ! . / . " . /1 . "
sina -sinf -siny =sina’ -sin" -sinvy
(twierdzenie Cevy w wersji trygonometrycznej).
Trojkaty prostokatne DLB i DMC maja z zalozenia réwne
katy ostre przy wierzchotku D, wiec takze ich pozostale katy
ostre s réwne: 3’ =~', ianalogicznie 7" =a', o' = 3;
wymagana réownosé zachodzi w sposéb oczywisty.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2008

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
444 (WT = 1,83) i 445 (WT = 2,01)
z numeru 10/2007

Andrzej Idzik — Bolestawiec 46,74
Konrad Kapcia — Czestochowa 41,36
Jerzy Witkowski — Radlin 34,65

Radostaw Poleski — Kotobrzeg 20,97

Osiem razy niech zagrzmia fanfary na
cze$¢ Pana Andrzeja Idzika — bo po raz
6smy przekroczyl 44 punkty! Najgoretsze
gratulacje!

Zadania z fizyki nr 458, 459
Redaguje Jerzy B. BROJAN

458. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 0,208 T biegna
elektrony po linii $rubowej (helisie). Rzut helisy na plaszczyzne prostopadla
do pola jest okregiem o promieniu r = 0,755 mm, a czestotliwosé krazenia po
tym okregu wynosi f = 5,77 GHz. Ile wynosi skok helisy? Jaka jest dokladnosé
wyniku, jesli kazda z podanych wielkosci jest znana z doktadnoscia do jedno$ci
w ostatniej podanej cyfrze? Mase i ladunek elektronu wziaé z tablic.

459. Nad ciecza dielektryczng na wysokosci H umieszczono tadunek punktowy,
a w wyniku tego poziom cieczy pod tadunkiem podnidst si¢ na wysokos$¢ h (przy
czym h < H). Na jaka wysoko$¢ podniesie sie poziom cieczy, gdy podwoimy H?
Rozmiary naczynia sa duze, tak ze z dala od tadunku poziom cieczy pozostaje
staly. Mozna przyjacé zalozenie upraszczajace: pole nad ciecza jest takie, jakby
wszedzie wokot tadunku byto tylko powietrze, a pole w cieczy — takie, jakby cata
przestrzen byla nia wypelniona.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2008
Przypominamy tresé zadan:

450. Jednorodny cienki pret postawiono pionowo na poziomej powierzchni i puszczono, w wyniku
czego si¢ przewrdécil. Jesli dolny koniec preta sie przy tym nie poslizgnal, to czy nastapilo oderwanie
sie tego konca od podtoza przed uderzeniem o podtloze innych czesci preta?

Jaka bedzie odpowiedz, jesli podobne doswiadczenie przeprowadzi¢ z pretem niejednorodnym
zwezajacym sie z dotu do géry, albo odwrotnie? (Istotna jest, oczywiscie, nie tyle sama grubosé, ile
masa na jednostke diugosci.)

451. Transformator doskonaly (tzn. bez strat energii i bez rozproszenia pola magnetycznego)
sktada si¢ z dwéch uzwojen o indukcyjnosciach Ly i Lo. Obliczy¢ czestotliwo$é drgan wlasnych tego
transformatora, jesli do pierwszego uzwojenia dotaczono kondensator o pojemnosci C1, a do drugiego

— kondensator o pojemnosci Cs.

450. Wprowadzmy oznaczenia: o — kat odchylenia preta
od pionu, w = de/dt — predkosé katowa, £ = dw/dt —
przyspieszenie katowe, m — masa preta, [ — odlegtoé¢ dolnego
konica od srodka masy, oraz k — wspoOtczynnik we wzorze na
moment bezwtadnosci preta wzgledem dolnego konca

I =kml®.
Ruchem preta rzadzi 11 zasada dynamiki
albo

rownowazna zasadzie zachowania energii

M =mglsina = Ie, gsina = kle

1
g(l —cosa) = §klw2.

Dzialajaca na pret site reakcji podtoza R wyznaczymy
z réwnania
mg — R = ma,,
gdzie ay jest pionows skladowa przyspieszenia (ze zwrotem
w dét), czyli druga pochodna wzgledem czasu wspolrzednej
y =1(1 — cos ). Wynikiem rézniczkowania jest
ay = l(esina + w’ cos a),
a po podstawieniu € i w z réwnan wypisanych na poczatku
otrzymujemy
_ _ mg 2

R=m(g—ay) = T(k —sin” a — 2(1 — cos ) cos ).
Oderwanie sie dolnego korica od podtoza jest rownowazne
warunkowi R < 0. Wyrazenie

sin®a + 2(1 — cosa) cosa = (1 — cosa)(1 + 3cos )

osiaga maksymalng warto$é réwng 4/3 dla cosa = 1/3

(co odpowiada katowi o réwnemu 70,6°). Poniewaz dla
jednorodnego preta wspélczynnik k wynosi akurat 4/3, wiec
jest to przypadek graniczny — oderwanie sie nastapi, jesli k
bedzie miato warto$¢ cho¢ troche nizsza. Tak jest, gdy dolny
koniec preta jest cienszy, lub oba konce sa cienisze — np. przy
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masie na jednostke dtugoéci rosnacej proporcjonalnie do
wysokosci k wynosi 9/8, dla preta zwezajacego sie od
$rodka liniowo i symetrycznie w gére i w dét k = 7/6, a dla
masy skupionej w punkcie k£ osiaga minimalng wartos$¢ 1.
(Niestety, wyniki dtugotrwalych i bolesnych do$wiadczen
autora z igla stawiana na ostrzu nie byly jednoznaczne.)

451. Niech M bedzie wspoétczynnikiem indukcji wzajemnej,
a I i I» — natezeniami pradu w pierwszym i drugim
uzwojeniu. Analiza napie¢ w pierwszym obwodzie prowadzi

do réwnania

dl; dls Q1
Li— + M=2 4+ =L —0.
o Tt
Roéwnanie to nalezy zrézniczkowaé wzgledem czasu,
podstawic

-y
dt b

a nastepnie zalozy¢ sinusoidalng zaleznos¢ pradéw od czasu.
Zamiast drugiej pochodnej wystapi wtedy przemnozenie
przez kwadrat czestosci w (z minusem), tzn.

Liw® + MLw® =1, /C,
i podobnie dla drugiego obwodu

L2]20J2 + M11w2 = ]2/02.

Warunkiem istnienia niezerowego rozwiazania tego uktadu

<L1w2 — %) (L2w2 — C’L) = M2t
1 2

Brak rozproszenia pola magnetycznego (jednakowa wartosé
strumienia przez kazdy zwdj) oznacza, ze M przyjmuje
warto$é maksymalng, tzn. M? = L1 Lo. Wtedy szukana
czestosé w wyraza sie prostym wzorem

1

VIiCi + L:Cy

réwnan jest

w =



