Wykorzystanie inwersji wzgledem okregu
w dowodzie twierdzenia o n+2 okregach stycznych
Jest to skrét pracy nagrodzonej srebrnym Mateusz PL UTA

medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2007 roku.

W swojej pracy podjatem prébe zbadania pewnych ciekawych wtasnosci

przeksztalcenia geometrycznego, jakim jest inwersja wzgledem okregu, oraz
wykorzystania ich w dowodzie tytutowego twierdzenia.

Na poczatek przypomnienie podstawowych faktow
dotyczacych inwersji i potegi punktu wzgledem okregu.

Inwersja wzgledem okregu o srodku O i promieniu r

to przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi P # O
przyporzadkowuje punkt P’ lezacy na pélprostej

OP i speliajacy warunek OP - OP’ = r?. Inwersja

jest przeksztalceniem, ktére jest odwrotne samo

do siebie, przeprowadza przecinajace si¢ krzywe na
krzywe przecinajace si¢ pod tym samym katem,
przeprowadza okregi przechodzace przez O na proste,

a nieprzechodzace przez O na okregi. Z tego, ze
inwersja zachowuje katy, natychmiast wynika, iz okregi
przecinajace okrag inwersyjny pod katem prostym
(ortogonalne do niego) przechodza w inwersji same

na siebie. Wobec tego okrag o érednicy PP’ jest
ortogonalny do okregu inwersyjnego. Ponadto kazdy

z punktéw przecigcia dwoch okregéow ortogonalnych do
okregu inwersyjnego jest obrazem inwersyjnym drugiego,
co pozwala wyrazi¢ definicje inwersji jedynie za pomoca
pojecia ortogonalnosci.

Udowodnijmy najpierw

Potega punktu P wzgledem okregu o srodku O

i promieniu r to liczba OP? —r? (jest o tym mowa takze
na stronie 12 — warto zajrzec¢) — jest ona zatem dodatnia
dla punktoéw lezacych poza kolem ograniczonym tym
okregiem i ujemna wewnatrz. Gdy jest dodatnia,

jest kwadratem dlugosci odcinka stycznej z punktu

P do punktu stycznosci do okregu. Wynika stad od

razu konstrukcja okregu ortogonalnego do okregu
inwersyjnego, majacego $rodek na zewnatrz — jego
promien to pierwiastek potegi jego Srodka. Wazna
wlasnodcia potegi jest fakt, ze zbiér punktow majacych
jednakowa potege wzgledem dwdch niekoncentrycznych
okregdéw « i 3 jest prosta (prosta potegowa — oznaczam
ja 19). Kazdy punkt tej prostej lezacy na zewnatrz tych
okregow jest wobec tego srodkiem okregu ortogonalnego
do obu z nich. Dla trzech okregéw o niewspotliniowych
srodkach proste potegowe kazdej z par przecinaja sie

w jednym punkcie ($rodek potegowy) — gdy lezy on na
zewnatrz okregdw, jest srodkiem (jedynego) okregu
ortogonalnego do wszystkich trzech.

Lemat o 3 + 2 okregach stycznych. Niech a i 8 bedg ustalonymi okregamsi
o nieroztgcznych wnetrzach. Niech vy, va, vg bedq okregami stycznymi do jednego
z danych okregow zewnetrznie, a do drugiego wewnetrznie. Niech A; oraz B; (dla
i =1, 2, 3) bedg punktami stycznodci v; odpowiednio do okregéw «v i 3. Wtedy

proste A1 By, A2Ba, A3Bs oraz U2, |42

U3 y, s y s >
ok, 192, 108 przecinagq sie w jednym punkcie

(rysunek 1 przedstawia dwie takie sytuacje).

-]

Rozwigzanie zadania F 713.

Cisnienie w pierwszym baloniku jest
réwne p; = o/ Ry, a w drugim

p2 = p1 + a/R2. Po peknigciu drugiego
balonika ci$nienie bedzie réwne p = a/R.
Z prawa Boyle’a—Mariotte’a mamy, ze

p1V1 + p2Va = pV,
gdzie Vi = 4w (R} — R3)/3, Vo = 4w R} /3,
V = 47‘rR3/3. Stad otrzymujemy

R= /T,

Rys. 1

Okregi v1, v, vs zostaly tak zdefiniowane, ze ich $rodek potegowy (oznaczmy go
przez () lezy na zewnatrz kazdego z nich. Wobec tego istnieje okrag ortogonalny
jednoczesnie do okregéw v1, v2 oraz v3, nazwijmy go @i, vevs- Jak bedzie
wygladal ten uklad 3 + 2 okregéw stycznych w inwersji wzgledem @ 1 4, vyvs !
Poniewaz okrag ¢ ., v,0s jest ortogonalny do okregdéw vy, ve oraz vs, wiec te
ostatnie przejda same na siebie. Okrag o przejdzie na okrag styczny do obrazéw
okregdéw vy, U2, U3, czyli na okrag styczny do vy, ve, vs, lecz wewnetrzna
styczno$é zmieni sie na zewnetrzng i odwrotnie. Taki okrag jest tylko jeden i jest
nim okrag (. Zatem okregi o i § sa obrazami odpowiednio okregéw 0 i o w tej

16



inwersji. Stad wynika, ze punkty A, oraz B; sa obrazami odpowiednio punktéw
B; oraz A;. Co za tym idzie, proste Ay By, A3Bs, A3Bs przejda w tej inwersji
na proste A1 By, As B, A3Bj3. Skad juz wniosek, iz wszystkie one musza
przechodzi¢ przez srodek okregu inwersyjnego. A przeciez jest to punkt wspdlny
prostych [p1, [02, [02, jako ze jest to rodek okregu ¢ 1, vy05, €O koficzy dowdd
lematu.

Mozemy teraz przej$¢ do tytulowego twierdzenia.

Twierdzenie o n + 2 okregach stycznych. Niech « i 8 bedq ustalonymi
okregami o nierozlgcznych wnetrzach. Niech vy, va, ..., v, bedg okregami
stycznymi do jednego z dwoch danych okregow zewnetrznie, a do drugiego
wewnetrznie. Niech A; oraz B; bedg punktami stycznosci v; odpowiednio do
okregéw o i B. Wtedy proste A1B1, AsBa, ..., ApBy, oraz [Ji dla i # j (gdzie
i,j€{1,2,...,n}) przecinajqg sie w jednym punkcie.

Rys. 2

Na mocy lematu zastosowanego do trojki okregdéw vy, ve oraz vs wiemy,

iz proste A1 By, AsBa, A3B3 i [}, V2, |12 przetng si¢ w jednym punkcie,
nazwijmy go Q. Jednakze na mocy tego samego lematu zastosowanego dla
okregéw v1, v oraz vy (dla dowolnego k € {4,5,...,n}) wiemy, ze proste A1 B,
AoBo, ApBy i 31, 102, [oF przetng si¢ w punkcie Q' = @, gdyz proste A; By,
Ay Bs przecinaja sie¢ w punkcie Q. A to konczy dowdd twierdzenia.

Przytocze teraz kilka innych udowodnionych przeze mnie faktow.

Punkt, przez ktéry przechodza ,wszystkie proste” z Twierdzenia o n + 2
okregach stycznych, jest érodkiem jednokladnosci wewnetrznej okregow «v i 3.
Wystarczy skorzystacé z definicji inwersji wzgledem okregu i tak przeksztalci¢
wzér, aby uzyskaé definicje srodka jednokladnosci wewnetrznej dwoch okregéw.

Srodki okregéw z Twierdzenia o n + 2 okregach stycznych, ktére sa styczne do
okregdéw « i [, leza na jednej elipsie. Ogniskami tej elipsy sa srodki okregow
a i, a suma odlegtosci dowolnego jej punktu od ognisk tej elipsy jest rowna
sumie dlugosci promieni okregéw « i 3 (rys. 3).

Trzy okregi: dwa zadane i okrag, w inwersji wzgledem ktorego jeden z zadanych
okregdw jest obrazem drugiego, maja wspélna o$ potegowa oraz wspolna rodzine
okregéw ortogonalnych.

Na koniec — zadanie mojego autorstwa, w rozwiazaniu ktérego przydaja sie
twierdzenia i wlasnosci przytoczone powyzej. Dany jest ostrokatny trojkat
ABC, a punkty K, L oraz M sa srodkami odpowiednio bokow BC', C'A oraz
AB. Niech « i 8 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréjkatach ABC

i KLM. Dowied¢, ze $rodki czterech okregdw stycznych rownoczeénie do o i 3
— przy czym dwa z nich sg styczne w punktach A 1 B do «, a pozostate dwa
w punktach K i L do 8 — sa wierzchotkami réwnolegloboku (rys. 4).
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