Rozwigzanie zadania M 1202.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby naturalnej n > 3 istnieje n réznych
liczb, z ktérych kazda jest dzielnikiem
sumy n—1 pozostatych liczb.

Dla n = 3 liczby 1, 2, 3 spelniaja
powyzszy warunek. Przyjmijmy wiec,
ze sposrod réznych liczb catkowitych
dodatnich ai,as, ..
dzielnikiem sumy pozostalych liczb.
Warunek ten oznacza, ze dla kazdego
i=1,2,...,n, liczba a; jest dzielnikiem
liczby a1 + a2 + ...+ a,. Rozpatrzmy
n + 1 liczb:

()
Wykorzystujac zatozenie indukcyjne
wnioskujemy, ze kazda z tych liczb jest
dzielnikiem sumy tych liczb, czyli liczby
2(a1 + a2 + ...+ an). Zatem kazda
sposéréd liczb (x) jest dzielnikiem sumy

., an kazda jest

a1,a2,...,0n,a1+ta2+ ... +an .

pozostalych liczb. Dowéd indukcyjny
zostal zakonczony.

W wigkszosci rzeczywistych przypadkéw
nie istnieje ograniczenie na t, czyli
horyzont czasowy jest nieskonczony.
Dodatkowo wprowadza si¢ pewne
czynniki, ktére deprecjonujg zyski

w odleglej przysztosci. Zaklada sig,

ze bardziej istotny jest zysk osiggany
najszybciej (dlugoterminowe kalkulacje
sg tez mniej pewne z powodu wielu
nieprzewidywalnych czynnikéw).
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Wyobrazmy sobie Robinsona, ktéry po katastrofie okretu dostaje si¢ na
bezludna wyspe. Wéréd wyrzuconych na brzeg przedmiotéw znajduje skrzynie

z ziarnem. Po kilku prébach udaje mu si¢ opanowaé technologie wypieku

chleba. Jednak ilo$¢ ziarna jest ograniczona, a Robinson zdaje sobie sprawe, ze
prawdopodobnie na wyspie pozostanie do konca zycia. Dlatego postanawia, ze co
roku bedzie dzielil zboze na dwie czesci. Jedna bedzie sial, a druga konsumowatl.
Pragnie zrobi¢ to w sposéb dajacy mu najwieksza korzysé.

Problem Robinsona jest jednym z typowych probleméw wystepujacych

w ekonomii. Dane sa zasoby, ktérymi nalezy dysponowaé¢ w taki sposob,

aby uzyskac¢ jak najwigkszy zysk. Innymi stowy, nalezy zmaksymalizowac
wartos¢ pewnej funkcji. Podstawowsa trudnosé stanowi diugi okres, w jakim
rozwazany jest problem. Liczba zmiennych jest na tyle duza, ze standardowe
kryteria na maksimum funkcji, na przyklad zerowanie sie pochodnych, staja sie
nieefektywne. Aby lepiej zrozumie¢ problem, wréémy do Robinsona.

Zalézmy, ze z kazdego zasianego kilograma zboza po roku mozna zebraé¢ dwa
kilogramy plonéw. Dla uproszczenia pomijamy wszystkie czynniki zewnetrzne,
takie jak mozliwe susze i inne kleski. Oznaczmy przez x(t) ilo$é¢ zboza, jaka
posiada Robinson w roku ¢, a u(t) niech bedzie iloscia zboza konsumowana

w tym roku. Zatem

x(t+1) =2(x(t) —u(t))
i oczywiscie spelnione jest ograniczenie u(t) € [0, z(t)]. Ponadto przyjmujemy, ze
w znalezionej skrzyni byto 100 kg zboza, czyli
2(0) = 100
(Robinson zaczyna liczy¢ lata od momentu przybycia na wyspe). Zakladamy

tez, ze korzy$¢ h, jaka czerpie Robinson z konsumowanego ziarna, zalezy
logarytmicznie od jego ilosci. Dokladniej

h(u) = In(u).
Aby uprosci¢ problem, zakladamy, ze Robinson szacuje, iz bedzie zyl jeszcze 40
lat. Zatem naszym celem jest znalezienie takich u(0),. .., u(40), ze suma

h(u(0)) + h(u(1)) + - - + h(u(40))

jest maksymalna.

Prosta strategia rozwiazywania tego typu probleméw zostala opracowana przez
Richarda Bellmana w latach pieé¢dziesiatych dwudziestego wieku. Nazywa sig
ona programowaniem dynamicznym i opiera si¢ na zasadzie optymalnosci, ktora
w przypadku Robinsona przybiera nastepujaca postac:

Jesli szacowana dlugosé Zycia Robinsona wynosi 40 lat, a cigg
u(0),u(l),...,u(40) jest optymalny dla warunku poczgtkowego x(0), to dla
kazdego t € {1,...,40} cigg u(t),u(t +1),...,u(40) jest optymalny dla warunku
poczatkowego x(t) i szacowanej dlugosci zycia 40 — t.

Jest to konsekwencja nastepujacego rozumowania. Gdyby ciag u(t), ..., u(40)
nie byl optymalny dla warunku poczatkowego x(t), to istnialby lepszy ciag
v(t),...,v(40). Wéwczas ciag u(0),...,u(t —1),v(t),...,v(40) bylby lepszy
od ciagu u(0),...,u(40), o ktérym zakladaliSmy, ze jest optymalny. Czyli
otrzymalibySmy sprzecznosc.

7 zasady optymalnosci wynika, ze problem Robinsona mozna rozwiazywaé ,od
konica” (Czytelnik proszony jest o zatrzymanie sie w tym miejscu, jesli nie jest
pewny, ze rozumie zasade optymalnosci; jest ona naprawde prosta). Oznaczmy
przez Vi(x) maksymalna korzy$é, jaka Robinson moze osiagnaé przez 40 — t lat
z warunkiem poczatkowym x. Zatem

Vi(x) = max

h(u(t)) + -+ h(u(40)),
u(t)€[0,z(t)],...,u(40)€[0,x(40)] ( ( )) ( ( ))

gdzie 2(t) = x. W szczegdlnosci obliczajac V5 (100), otrzymujemy maksymalna
korzy$¢ Robinsona w wyjsciowym problemie.
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Bardziej ogélnie réwnanie przybiera
postaé

Vi() = max Vi (£(w,u, 1)) + h(, u, 1),
u€e

gdzie U to pewien zbiér ograniczen, f to
funkcja przejscia, a h to funkcja korzysci.
Obie funkcje moga zalezeé od zasobdéw z,
sterowania wu i czasu t.

W dniach 26-27 wrzesnia 2008

roku, na Wydziale Fizyki UAM

w Poznaniu, pod patronatem
Dziekana oraz Polskiego Towarzystwa
Fizycznego i Polskiego Towarzystwa
Astronomicznego, organizowany

jest Ogolnopolski Festiwal Nauki
Przyrodnicze na Scenie 3, ktéry
stanowi kontynuacje bardzo udanych
trzech poprzednich festiwali Fizyka
na Scenie, dwoch festiwali Nauki
Przyrodnicze na Scenie oraz trzech
europejskich festiwali Physics on Stage
i dwéch festiwali Science on Stage.

Wystepy zespoléw beda oceniane

w trzech kategoriach:

e demonstracje zjawisk,

e dzialania artystyczne zwiazane

z fizyka, naukami przyrodniczymi oraz
astronomia i naukami o przestrzeni
kosmicznej (przedstawienia teatralne,
fotografie, rysunki, formy przestrzenne,
wiersze itp.),

e pokazy multimedialne z zakresu nauk
przyrodniczych i nauk o przestrzeni
kosmicznej.

Do Poznania zaproszone zostang

osoby 1 zespoly (w sumie okoto

200 o0s6b), wybrane przez Krajowy
Komitet Organizacyjny, ktére do

3 czerwca 2008 roku zgtosza propozycje
wystepow.

Pelng informacje o festiwalu mozna
znalez¢ na stronie
http://main3.amu.edu.pl/ fizscena/.

Przewodniczacy KKO
Prof. Wojciech Nawrocik

Bezpodrednio z zasady optymalnosci dostajemy réownanie Bellmana
Vi(@) = max Vier(2(e —u(®)) + h(u(®)),
u(t)€[0,z]
gdzie, tak jak wezesdniej, wartosé 2(z — u(t)) jest ilodcia zboza w roku ¢ + 1, o ile
w roku ¢ bylo x zboza. Zakladamy dodatkowo, ze
‘/41 (I) = 07
co oznacza, ze po Smierci Robinson nie czerpie juz zadnych korzysci ze zboza.
Zauwazmy tez, ze u(t), ktére maksymalizuja kolejne Vi1 (2(z — u)) + h(u), daja
szukana strategie optymalna.

Przejdzmy teraz do rachunkéw. Majac V1, chcemy obliczyé Vg, korzystajac
z rownania Bellmana. Dostajemy
Vio(z) = Vi (2(z — u(40))) + h(u(40)) =

max
u(40)€[0,z]

ax 1 40)).
U(4I£€)[%J,w] n(u(40))
Logarytm jest funkcja rosnaca, wiec maksimum bedzie na konicu przedziatu.
Mamy zatem Vio(x) = In(x) oraz u(40) = x(40). Wynika stad, ze przed $miercia

Robinson powinien spozy¢ cate zboze.

Obliczamy nastepnie V39, ponownie stosujac rownanie Bellmana.
Vao () In(2(z — u(39))) + In(u(39)) = In(2(z — u(39))u(39)).

max
u(39)€[0,z]

max
u(39)€[0,z]

Jak wczesniej, korzystamy z faktu, ze logarytm jest funkcja rosnaca
i wnioskujemy, ze szukane u(39) bedzie punktem maksimum funkcji kwadratowej

p(u) = 2(z — uu

na przedziale [0, z]. Bez trudu obliczmy, ze jest ono przyjmowane dla v = %x
Zatem Vag(xz) = In(32?) oraz u(39) = $2(39). Proces ten mozemy kontynuowac.
Jako ¢wiczenie pozostawiamy indukcyjny dowdd, ze dla ¢ < 39

4171)

(" ~
‘/t(iE) =1In WI’ZH ¢

o (t):

oraz u(t) =
Podsumowujac, wnioskujemy, ze optymalna strategia Robinsona, przy przyjetych
zalozeniach, powinna wyglada¢ nastepujaco. W pierwszym roku powinien
przeznaczy¢ on na spozycie ﬁ zboza, ktére posiada, w kolejnym roku %,

potem % etc. ad mortem... Zauwazmy jednak, ze w rozwazanym modelu, jesli
wydluzymy czas zycia Robinsona, to ilo$¢ wyhodowanego zboza bedzie rosnaé
do nieskonczonosci. Jest to, oczywiscie, fizycznie niemozliwe. Rozsadnie jest wiec

wprowadzi¢ ograniczenie na x w postaci

z(t+1) = min{2(z(t) — u(t)),xrmax}-
Stosujac rownanie Bellmana, mozna bez trudu pokazaé, ze dla takiego problemu
optymalna strategia Robinsona, az do osiagniecia xasrax, wyglada tak, jakby
nie bylo ograniczen. Natomiast, gdy krytyczna warto$¢ zostanie osiagnieta,
optymalna ilos¢ zboza przeznaczonego do konsumpcji wynosi %I MAX -

Rozwigzanie zadania M 1203.
Niech « = BD, y = CE, z = AF oraz p = DC, ¢ = EA, r = FB. Oznaczmy przez [F| pole figury F.
Wéwcezas

g AEF
[ABC]:(w+p)(y+q)(Z+7) oraz | ] _ zq 7
4R [ABC]  (y+q)(z+r)
skad uzyskujemy
(ApF) = 24 +P)
4R ’
Analogicznie dowodzimy réwnoéci
[BFD] = w oraz [CDE] = % .
Zatem
[DEF]| =[ABC] — [AEF]| — [BFD] — [CDE] =

1 1
) ((1‘ +p)y+a)(z+7r)—zq(@+p) —ar(y+q9) —yp(z + 7')) = 1@z trar),

co nalezato wykazac.
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