Prawo arcusa sinusa
Rafalt SZTENCEL

Do n komoérek wrzucono n kul. Jaka jest szansa, ze
doktadnie jedna komorka pozostanie pusta?

Liczbe sprzyjajacych konfiguracji mozna obliczyé w czterech
krokach: 1) wybieramy dwie kule na (Z) Sposobéw;

2) wrzucamy je do wybranej na n sposobéw komérki;

3) z pozostalych komérek wybieramy pusta na n — 1
sposob6w; 4) pozostale n — 2 kul umieszczamy w n — 2
komérkach na (n — 2)! sposobéw.

Daje to (g) ‘nn—1)(n—-2)! = n'( ) sposob6w, zatem
szukane prawdopodobienstwo jest réwne

o
Licznik jest iloczynem tylko dwéch czynnikéw, mozliwe
wiec, ze da si¢ go otrzymaé w dwoch krokach. Da sie:
1) wktadamy po jednej kuli do kazdej komoérki na n!
sposob6w; 2) wybieramy dwie kule na (’;) sposobéw i kule
o mniejszym numerze przekladamy do komorki, gdzie jest
kula o numerze wiekszym.

Kolejne zadanie: wykonano dwie serie po n rzutéw
symetryczng moneta. Jaka jest szansa, ze w obu seriach
otrzymano te sama liczbe ortow?

Szansa na k ortow w kazdej serii jest rowna

22n
wiec po zsumowaniu prawdopodobienstw wykluczajacych
sie zdarzen dla k =0, 1,2,...,n otrzymujemy (mocno

niezadowalajaca!) odpowiedz:
o () ()
22n ’
poniewaz licznik nie jest w zwartej postaci. Zauwazmy
jednak, ze
n n\ (n 2n
Yho W) - Xk MG _ D)
22n 22n - 22n .
Istotnie, liczba podzbioréw n-elementowych zbioru
2n-elementowego, (2n) jest réwna y o, ) (") (nfk)7 jesli
bowiem podzielimy wyjsciowy zbiér na dwa n-elementowe
podzbiory, to z pierwszego bierzemy k elementéw, z drugiego
zas n — k, gdzie 0 < k < n (rys.1).

Stad wniosek, ze zadanie mozna byto zrobi¢ prosciej: wybraé
n rzutéw sposréd 2n. Jesli wybrany rzut nalezy do pierwszej
serii, wynikiem jest orzel, jesli do drugiej — reszka.

W tym swietle wyjatkowo frustrujace wydaje sie zadanie
trzecie: Agnieszka i Bolek graja w tenisa. Sa to do$wiadczeni
gracze o rownych umiejetnosciach, wiec zaktadamy réwne
szanse wygrania kazdej pitki i niezalezno$¢ poszczegdlnych
wynikéw. Rozegrano 2n pilek. Jaka jest szansa, ze Agnieszka
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prowadzita przez 2k jednostek czasu? Przyjmujemy, ze
gdy historia rozgrywki wygladata np. tak: 1:0, 1:1, 1:2, 2:2
(rys. 2), to A i B prowadzili przez 2 jednostki czasu.

Odpowiedz wyraza sie prostym wzorem (por. [1], tw. 5.1,

roz. III):
(2k 2n72k)
k n—k
(1) P2k,2n = )§2n )
jednak — o ile nam wiadomo — nie ma on prostego

wyprowadzenia. W [1] potrzebna jest cala strona rachunkéw
i co najmniej jeden nietrywialny pomyst.

Wzér (1) ma nieoczekiwane konsekwencje. Jesli n = 10, to
w ponad 35% przypadkéw jeden z graczy bedzie prowadzit
przez caly czas, natomiast na podzial prowadzen 10:10
przypada tylko 6%, tyle samo, co na kazdy z wynikéw: 8:12,
12:8.

Wzér Stirlinga (n! ~ v2mnn"e™ ") daje dla duzych n
przyblizenie
~/ 1 M
p2k,2n - k(n — k) )
doktadniej, gdy k — oo i n — k — oo, iloraz obu stron
zmierza do jednosci. Wobec tego szansa, ze ulamek k/n
czasu prowadzenia lezy mi@dzy % it, dana jest wzorem

E D2k,2n ~ E
n/2<k<tn n/2<k<tn \%

ale jest to suma Riemanna 0dpow1adamca calce

/ du _ 2 arcsin v/

1/2 w\/x(lfx) ™ 2

Stad wynika prawo arcusa sinusa dla procesu Wienera na
przedziale [0, 1]. Proces Wienera jest w pewnym sensie
granica procesow takich, jak gra Agnieszki z Bolkiem. Jedli
przez T oznaczymy czas, jaki trajektoria procesu spedza po
stronie dodatniej, to

dx
(2) <t) = / —_—
o m/z(l—x)
Stad nazwa ,prawo arcusa sinusa”’. Gestosé zmiennej

losowej T jest funkcja podcatkowa w (2). Zmierza ona do
nieskoriczonosei na konicach przedziatu [0, 1].

_2 arcsinvt, t€[0,1].
T

Na rysunku 3 mozemy zobaczy¢ typowa — mamy nadzieje —
trajektorie procesu Wienera. Tak naprawde powstala ona
w wyniku zapisania ponad 100 tysiecy wynikéw rzutow
moneta, wykonywanych na Festiwalu Nauki w Warszawie
przez kilka kolejnych lat. Na wspoéirzednej y odtozono
przewage ortéw nad reszkami. Doswiadczenie Sprawdzamy
prawo wielkich liczb przeprowadzali Wiktor Bartol, Joanna
Debska i Konrad Pidro.
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