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Powierzchnia Boya Zdzistaw POGODA™

Sklejanie kojarzy sie z zabawa. Tak mozna robi¢ nie tylko zabawki z papieru
lub kartonu, ale takze wykonywaé¢ modele powierzchni. Operacje sklejania, czyli
utozsamiania réznych punktéw, wykorzystuje sie bardzo czesto w topologii do
rozmaitych konstrukeji. Sklejajac odpowiednio przeciwlegle boki prostokata,
mozna otrzyma¢ walec (dokladniej powierzchni¢ boczna walca) albo wstege
Mbobiusa (rys. 1). Oznaczone strzalkami boki sklejamy tak, zeby strzalki sie
pokrywaly. Czyli w drugim przypadku musimy obréci¢ jedna ze sklejanych
krawedzi o 180 stopni, aby strzaltki przy sklejaniu mialy ten sam zwrot. Gdy
utozsamimy w ten sposob pozostate dwa boki prostokata, powstanie torus,
butelka Kleina, wzglednie powierzchnia nazwana czapa krzyzowa (rys. 2).

W ostatnim przypadku opis formalny nie jest trudny, gorzej z intuicja. Nie

da si¢ tej powierzchni, podobnie jak butelki Kleina, umieéci¢ w przestrzeni
tréjwymiarowej bez samoprzecie¢. Sprébujmy sie przyjrze¢ blizej tej konstrukcji.
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Jedli wyobrazimy sobie, ze powierzchnia kwadratu zrobiona jest z takiej
specjalnej ,topologicznej”, elastycznej gumy, to, postepujac ostroznie, krok po
kroku mozemy Sledzi¢ proces sklejania. Najpierw deformujemy powierzchnie
kwadratu tak, by otrzymaé¢  kwadratowa’ dziure w sferze (rys. 2a—c). Nastepnie
sklejamy pare przeciwleglych bokéw AB i C'D zgodnie zorientowanych (rys. 2d).
Przy sklejaniu drugiej pary bokéw nie obejdzie si¢ bez przenikania powierzchni
wlasnie wzdluz juz sklejonych. Opisana konstrukcja (rys. 2e) przedstawia czape
krzyzowa (gdyz fragmenty powierzchni sie krzyzuja), ktéra jest jednym z wielu
topologicznych modeli tworu nazywanego plaszczyzna rzutowa (bedzie ona
dokladniej opisana nieco pdzniej). Czapa krzyzowa jest obiektem raczej znanym.
Rzadziej wspomina si¢ o innym ,obliczu” plaszczyzny rzutowej — powierzchni
Boya.

Tym razem skleja¢ bedziemy przeciwlegle boki sze$ciokata ABCDEF
przeciwnie zorientowane (rys. 3a). Rozpoczynamy, podobnie jak poprzednio,
od deformacji powierzchni szesciokata do sfery z szesciokatna dziura (rys. 3b).
Rozkladamy nastepnie te dziurawa sfere na trzy przystajace czesci, na

brzegu ktérych sa dwa sasiednie boki szesciokata (rys. 3c). Kazda z czesci
poddamy dalszej obrébcee, by pdzniej zlozy¢ je w calo$é. Skoncentrujmy sie na
jednym fragmencie ograniczonym lukami SA =x, AB=a, BC=0b0iCS =y.
Z pozostalymi kawalkami postapimy dokladnie tak samo.

,Ciagniemy” najpierw za wyrdznione punkty A, B i C tak, by zeszly sie
w punkcie N — odpowiedniku bieguna pélnocnego sfery, w ktorej wyciety zostal
szeSciokatny otwér (rysunek 4a—b). Wygiety w petle bok a obracamy ku gérze,
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az do polozenia jak na rysunku 4c—e. Zakladamy przy tym, ze pozostale
tuki pozostaja nieruchome; deformacji ulega jedynie powierzchnia. Nastepnie
obracamy petle b na prawo w gére, zeby zajeta miejsce z tytu powierzchni
zgodnie z rysunkiem 4f.

Cala operacje wykonujemy tak, zeby tuk x byt przystajacy do tuku y, a petla a
do petli b. Ponadto po obrocie o kat 2w/3 woké?t osi przechodzacej przez punkty
S 1 N tuk x powinien zajaé¢ miejsce tuku y, a petla b powinna przej$é¢ na a.
WezZmy teraz drugi egzemplarz tak spreparowanej powierzchni. Oznaczmy jego
tuki podobnie, tylko z primami, czyli a’, b’, 2/, y'. Przyl6zmy go tak, zeby v’
pokrylo sie z x, a wiec konsekwentnie a’ natozy si¢ na b. Trudno to przejrzyscie
narysowaé, ale mozna obejrzeé na szeéciokatnym schemacie (rys. 5), gdzie kazdy
z rombOw reprezentuje odpowiednia cze$é¢ deformowang zgodnie z powyzszym
opisem (oznaczenia literowe bokéw wskazuja na zaleznoéci z tukami). Aby
otrzymacé powierzchnie Boya, trzeba jeszcze dokleié trzeci przystajacy fragment.
Ze schematu widaé, ze teraz y sklei sie z 2"/, petla a z b, V' z a” 1 wreszcie

z' z y". Powierzchnia Boya przenika si¢ wzdluz trzech petli schodzacych sie

w punkcie N. Jak wynika z konstrukeji, ma ona trzykrotna o$ obrotu (to

znaczy, ze obracajac ja o kat 27/3 lub jego wielokrotnosé, dostaniemy znéw to
samo). Jest bardziej skomplikowanym obrazem plaszczyzny rzutowej w naszej
przestrzeni. W przeciwienstwie jednak do czapy krzyzowej, ktéra ma dwa punkty
osobliwe — konce odcinka, wzdluz ktérego sie przenika — powierzchnia Boya nie
ma takich klopotliwych punktéw. Po raz pierwszy zostala opisana przez Wernera
Boya w 1903 roku w zwiazku z badaniami autora nad reprezentacja ptaszczyzny
rzutowej w przestrzeni trojwymiarowej bez punktéw osobliwych.
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Czytelnik, ktory dotychczas nie zetknal sie z plaszczyzng rzutowa, zapewne
zdziwi sig, ze tak powykrecany twor, jak powierzchnia Boya, jest modelem
czego$, co nosi miano plaszczyzny. Juz malarze Odrodzenia zauwazyli, ze

pewne proste rownolegle na plaszczyznie postrzegamy jako zbiegajace si¢ na
horyzoncie. Mozna sie zatem umoéwic¢, ze do zwyklej ptaszczyzny dotaczamy
dodatkowe punkty, ,horyzont”, w ktoérych beda sie przecinaly proste rownolegte
wyznaczajace jeden kierunek. Do kazdej prostej doktadamy po jednym punkcie
nazywanym punktem w nieskonczonosci albo punktem niewtasciwym.

Wyobrazmy sobie, ze stoimy na ogromnej rowninie. Gdy obracamy sie, caly czas
widzimy linie horyzontu; proste réwnolegle (tory kolejowe lub brzegi prostej
drogi) naturalnie zbiegaja sie na horyzoncie. Jesli obrécimy sie do tylu, to te
same proste réwnolegte znéw beda sie schodzily, tym razem po przeciwnej
stronie. Nie jest dobrze, aby rézne proste mialy wiecej niz jeden punkt
przecigcia, dlatego uméwiono sie, ze punkt na horyzoncie i jego przeciwlegly
odpowiednik to ten sam punkt. Mozna wiec sobie wyobrazié, ze plaszczyzna
rzutowa powstaje z kota przez utozsamienie przeciwlegltych punktéw brzegu
albo, co na jedno wychodzi, przez sklejenie przeciwlegltych punktéw brzegu
poélstery (rys. 8). Czy bedziemy sklejaé pracowicie punkt po punkcie, czy —

jak w przypadku czapy krzyzowej i powierzchni Boya — odcinki, powstaje ten
sam twor, tylko za kazdym razem inaczej przedstawiony w naszej przestrzeni.
Mozna to poréwnaé do sytuacji, gdy obserwujemy rézne cienie skomplikowanej
powierzchni obracanej w przestrzeni. A plaszczyzna rzutowa ma jeszcze inne
niezwykle reprezentacje...
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