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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoéiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2008

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 559, 560

559. Na wolnych polach kwadratowej planszy

o rozmiarach n X n dwaj gracze na przemian stawiaja
pionki (nierozréznialne). Wygrywa gracz, po ktérego
ruchu znajda sie cztery pionki na dowolnych czterech
polach, bedacych naroznikami prostokata o bokach
réwnoleglych do krawedzi planszy. Rozstrzygnaé

(w zaleznodci od n), ktéry z graczy ma strategie
zwycieska — rozpoczynajacy czy jego przeciwnik.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

560. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste m, dla
ktérych nieréwnosé (sinz)™tgx > 2™+ jest spelniona
dla z € (0;7/2).

Zadanie 560 zaproponowal pan Witold Bednarek

z Yodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2007 Przypominamy tresé¢ zadan:

551. W zespole folklorystycznym jest n chlopcéw i 2n — 1 dziewczat.

Zostaly im przydzielone odpowiednio numery od 1 do n oraz od 1

do 2n—1. W przygotowaniach do programu, w ktérym ma wystapié r

par, tancerz o numerze ¢ trenowal tylko z tancerkami o numerach od
do 2i—1 (i =1,..., n). Ile jest mozliwosci zestawienia tych r par tak,

by w kazdej pafzc z;lalazly si¢ osoby majgce za sobg wspélny trening?
551. Oznaczmy liczbe mozliwych zestawien przez F(n,r).
Wyprowadzimy zalezno$é rekurencyjna. Gdy » = 0 (wystep
z udziatem 0 par), przygotowanie do wystepu jest ,praca
pusta’, ktéra mozna wykonaé tylko w jeden sposéb. Gdy

r > 0, ale n = 0, to mamy zero mozliwosci zestawienia r par.
Stad wartosci brzegowe:

F(n,0)=1 dla n=0,1,2,...
FO,r)=0 dla r=1,2,3,....

Ustalmy n,r > 0. Tancerzowi o numerze n dajmy na imie
Jasiek.

Jakby Jasiek chcial tancowaé
tobym z Jaskiem tancowata — 7
(Stanistaw Wyspianski, Wesele)

Mozemy ustawi¢ r par, nie zapraszajac Jaska w ogdle;

to si¢ da zrobi¢ na F(n—1,7) sposob6éw. Teraz liczymy
ustawienia, gdzie Jasiek wchodzi do jednej z par. Najpierw
zestawiamy r—1 par, w ktérych wystapia pozostali chtopcy
(o numerach od 1 do n—1); te pary mozemy zestawi¢ na
F(n—1,r—1) sposobéw. Zostaje (2n—1)— (r—1)=2n—r
wolnych tancerek, z ktorych kazda moze by¢ partnerka
Jaska. Dostajemy wzoér

F(n,r)=F(n—1,7)+ (2n —r)F(n—1,r—1)
(rozumowanie dziata takze w przypadku, gdy ktéras z liczb
n—1, r—1 jest zerem).

Wyprowadzony wzoér rekurencyjny oraz warunki brzegowe
wyznaczaja wszystkie wartosci F'(n,r). Obliczajac

te wartosci dla niewielkich n, r wnet zauwazymy, ze
uzyskiwane liczby F'(n,r) dziela sie przez r!. Wypisujac
nastepnie tabelke wartosci F'(n,r)/r!, rozpoznajemy w jej
elementach kwadraty liczb z tréjkata Pascala.
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552. Niech a,, > 1 oraz b, = \/a”, + Va, — \/a,,, — Vay, dla

n=12,3,.... Wykazaé, ze lim a, = oco wtedy i tylko wtedy, gdy
n— oo

lim b, = 1.

n— 00

To sugeruje wynik:

F(n,r) = (r!) (:f) 7

gdzie jak zwykle (:f) =0 dla r > n. Aby uzasadnié, ze
istotnie jest to prawidtowy wynik, wystarczy sprawdzié,
ze odgadniete liczby F'(n,r) spelniaja uzyskane wczesniej
warunki brzegowe oraz wzér rekurencyjny. Nietrudne
sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi.

552. Z réwnosci

_ 2Van
Van +Van + Van — Van

bn

2

\/1 +a;1/2 + \/1 B a;1/2
widaé, ze jesli a, — oo, to b, — 1.

Dla dowodu implikacji przeciwnej podnosimy réwnos$é

bn“!‘\/an_\/a:\/an“r\/a

stronami do kwadratu. Po redukcji dostajemy kolejna

réwnosé
2bn V an — \/a: QM—bi

ktéra takze podnosimy do kwadratu, otrzymujac po
przeksztalceniu zaleznosé

dan (b — 1) = by
Wiynika z niej, ze b2 > 1 oraz
b4
TR

Jedli wiec b, — 1, to a, — oo.
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Zadania z fizyki nr 456, 457
Redaguje Jerzy B. BROJAN

456. W plaskim naczyniu polozono walec i nalano cieczy z jednej jego strony
do wysokoéci réwnej srednicy walca, a innej cieczy nalano z drugiej strony do
wysoko$ci réwnej promieniowi walca (rysunek). Przeplyw cieczy wokdl podstaw
walca jest uniemozliwiony barierami, ktére nie przeszkadzaja walcowi toczyé
sie w lewo lub w prawo. Jesli gestos¢ walca jest rowna p, w opisanej sytuacji

pozostaje on w réwnowadze, a jego nacisk na dno naczynia jest rowny potowie

Termin nadsylania rozwiazan:
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jego ciezaru, to ile wynosi gestos¢ cieczy z lewej strony walca, a ile — z prawej?

457. Pan Nowak wybiera si¢ samochodem na urlop na potudnie i namawia

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2007
448. Przeplyw ciepla od wewnetrznej do zewnetrznej szyby okiennej
wynika gléwnie z konwekcji powietrza (lub innego gazu) w obszarze
miedzy szybami. Ktos zaproponowal, zeby podzieli¢ ten obszar
poziomymi przegrodami na mniejsze komorki, ograniczajac w ten
sposéb konwekcje, czyli polepszajac izolacje cieplna. Kto$ inny uwaza,
ze skutek bedzie odwrotny, gdyz skroci si¢ droga przejscia gazu od
kontaktu z jedng szyba do kontaktu z druga. Ktéry z dyskutantéw ma
racj¢? Poming¢ przepltyw ciepla przez przegrody.

Dopuszczalne jest oparcie odpowiedzi na przeprowadzonym
do$wiadczeniu.

448. Przy ustalonych temperaturach szyb ustalona jest tez
gestosé gazu przy jednej i przy drugiej szybie. Cidnienie
stupa gazu jest proporcjonalne do jego wysokosci, zatem
réznica cisnien zimnego i cieplego gazu jest proporcjonalna
do wysokosci komérki h. Aby obliczy¢ site napedzajaca
konwekcje, nalezy te réznice cisnienn pomnozy¢ przez
powierzchnig, ktora trudno dokladnie sprecyzowaé

ze wzgledu na zmienno$¢ temperatury i gestosci gazu.

7 grubsza rzecz biorac, jest to potowa przekroju poziomego
obszaru miedzy szybami, a w kazdym razie jest to wielkosé
niezalezna od h. Jesli przeplyw jest laminarny (bez
zawirowan), to sila ta jest réwnowazona przez wynikajaca

z lepkosci site tarcia warstw gazu. Ta sila jest proporcjonalna
do powierzchni tych warstw, czyli do h, a ponadto zalezy
od predkosci krazenia i odleglosci szyb. Poniewaz zaleznosé
od h skraca si¢ po obu stronach warunku réwnowagi,

wiec dochodzimy do wniosku, ze predkosé krazenia bedzie
jednakowa w komérkach wyzszych i nizszych. W tej sytuacji
argument drugiego dyskutanta jest rozstrzygajacy: gaz

w mniejszej komorce szybciej przejdzie od kontaktu z jedna
szyba do kontaktu z druga, czyli wprowadzenie przegréd
pogorszy izolacje cieplna.

Uwazny Czytelnik dostrzeze bez trudu kilka niepewnych
punktéw powyzszego rozumowania, np.

— czy przeplyw jest rzeczywiscie laminarny?

— czy skrocenie kontaktu gazu z szybg nie spowoduje, ze
wyréwnanie temperatury bedzie niepelne, co z kolei moze
zaowocowaé zmniejszeniem réznicy cisnien napedzajacej
konwekcje?

Sadzimy, ze te kwestie nie zmieniaja podanej wyzej
odpowiedzi, ale z zainteresowaniem czekamy na listy.
Moze Czytelnicy potraktuja powyzsze rozwigzanie jako
swypowiedz trzeciego dyskutanta” i nadesly kolejne
wypowiedzi polemiczne? Jakie beda wyniki doswiadczen?
Ciekawsze glosy przedstawimy w podsumowaniu rocznym
(w numerze lutowym 2009 r.).
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do tego samego znajomych. Ma w tym pewien interes — oczekuje pewnego
wydluzenia doby, a wiec wydluzenia wakacji (przy niezmienionej cenie
noclegéw!). Udato mu sie zebraé grupe 20 rodzin, ktérym skutecznie przedstawit
przewage Grecji nad Norwegia jako miejsca letniego wypoczynku. O ile wydtuzy
si¢ doba wskutek tej wyprawy?

Przypominamy tresé¢ zadan:
449. Dwa statki kosmiczne o jednakowej masie m zblizaja si¢ do siebie
z wzgledna predkoscia 2vg. Gdy ich odleglo$é wynosita lg, jeden
ze statkéw wystal w stron¢ drugiego impuls laserowy o energii
Ey, ktéry odbil sie od zwierciadla na drugim statku, nastepnie
od zwierciadla na pierwszym itd., przy czym w kazdym kolejnym
odbiciu calosé impulsu zostala odbita w opisany sposéb. Ile bedzie
wynosita minimalna odlegto$é zblizenia statkow? Jesli dlugosé fali
impulsu poczatkowego wynosita g, to ile bedzie wynosita w chwili
minimalnego zblizenia? Pomingé grawitacyjne oddzialywanie statkow
i prayjaé¢ vg < ¢, Eg < muoc.
449. Oznaczmy predkos$é kazdego ze statkéw w uktadzie ich
$rodka masy jako v. Na podstawie zasady zachowania pedu
zmiana predkosci statku podczas odbicia impulsu spetnia
roéwnanie
mAv = —2p = —2E/c,

gdzie p jest pedem impulsu. Pominigcie zmiany wartosci p
(uwzglednienie tylko zmiany zwrotu) jest uzasadnione na
mocy podanych zatozen; ponadto z drugiego z nich wynika,
ze zmiana predkosci jest niewielka w poréwnaniu z sama
predkoscia v i powinnismy braé¢ pod uwage bardzo duza
liczbe odbié. W ciggu czasu dt liczba odbié jest réwna cdt/l,
z czego na kazdy ze statkéw przypada potowa. Zatem zmiane
pedu statku w ciaggu tego czasu otrzymamy, mnozac podana
wyzej wielko$é —2F /c przez cdt/21 :

mdv = —Edt/l = Edl/2lv,

gdzie wykorzystany zostal takze zwiazek dl = —2vdt.
Pozostaje jeszcze skorzystaé z zasady zachowania energii
w celu wyznaczenia zmiany energii impulsu dF

mv® + E = const, czyli dE = —2muvdv.
Eliminujac dv z powyzszych réwnan, otrzymujemy
dE i
E l ’

Calkowanie prowadzi do wzoru El = const = Eylp. Poniewaz
w chwili zatrzymania E = mo3, wiec szukana odleglosé
zblizenia wynosi

Eo

5
mug

Imin = lo

Liczba kwantéw promieniowania nie ulegnie zwickszeniu,
a jedynie wzroénie energia kazdego z nich, w stosunku
odwrotnym do spadku odlegtosci statkow. Z kolei dtugosé
fali jest odwrotnie proporcjonalna do energii kwantu,
wiec zmienia sie wprost proporcjonalnie do I. W chwili
minimalnego zblizenia

Eo
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muvgy

Am,in = )\0




