Informatyczny kacik olimpijski (7) — gra Penneya jeszcze inaczej

Alicja i Bob, jak wszyscy wiemy, lubia nie tylko szyfrowaé¢ swoja korespondencje

swojego zwyciestwa.

uniknaé remisow.

Rzadko kiedy podejscie bezposrednie bedzie
rozwigzaniem takiego zadania, ale przemyslmy je. Nie
mozemy przejrzeé wszystkich mozliwych losowanych
ciagdéw — jest ich nieskoniczenie wiele. Ale przyjmijmy,
ze mamy jeden z nich — czyli wiemy, co kolejno
wypadnie — i zobaczmy, jak wygladataby gra. W kazdym
momencie tatwo sprawdzié, czy gra wtasnie si¢ konczy
— wystarczy sprawdzié¢, czy ktérys ze wzorcow wlasnie
stal sie podstowem (a zatem sufiksem) losowanego
ciagu. Zastanéwmy si¢ tez, czy musimy pamigtaé
caly losowany ciag. Skoro wzorce poréwnujemy tylko
z sufiksami ciagu, to wystarczy nam na pewno znaé
ostatnich max(||A|, || B]|) znakéw ciagu. Znajomosé
algorytmu Knutha—Morrisa—Pratta wyszukiwania
wzorca w tekécie moze zasugerowaé nastepny krok:
tak naprawde nie musimy znaé wszystkich tych znakéw
ciggu, wystarczy nam znajomos¢ dwoch liczb: ka i kp,
bedacych najwigkszymi liczbami spetniajacymi:

Fl|F|| —kx+1,...,|F|]] = X[1,..., kx],
gdzie F' jest losowanym ciagiem, a X to A lub B.
Oczywiscie, ka < ||A]| 1 kp < || B]|. Innymi stowy, k4
i kp sa dlugo$ciami najdluzszych prefikséw A i B
bedacych jednoczesnie sufiksami F'. Te liczby nam
mowig, ile ostatnich znakéw F ,pasuje” do A i B. Jedli
nowy znak pasuje do X, to kx rosnie o 1, a jesli nie —
maleje o pewna warto$é. Oznaczmy przez fx (kx, )
nowa wartos¢ kx, gdy nastepnym znakiem w ciagu
bedzie a € {0, 1}. Wszystkie wartosci tej funkcji mozemy
obliczyé i np. stablicowaé w czasie O(max(||Al], || B|)),
uzywajac wspomnianego juz algorytmu KMP, lub
w czasie O(max (|| Al], || B]|)?)) bardziej lopatologicznie,
co w zupelnosci dla naszych zastosowan wystarczy.

Wiedzac troche wiecej, zastanéwmy sie, jak teraz
reprezentowaé stan gry? Zaczeliémy od pelnego
wylosowanego ciagu, potem chcieliémy pamigtaé tylko
jego czesé, az w koncu ograniczylismy sie do dwéch
liczb. W takim razie wszystkich stanéw w grze bedzie
[[A||B]l + 2 (wszystkie pary (ka, kp) plus jeszcze dwa
stany — ,,Alicja wygrala” i ,Bob wygral”).

— druga ich pasja jest granie w przerdzne gry. Tym razem chca zagraé w gre
Penney’a, opisana w Logomotywach (Delta 2/2008) i chcieliby obliczyé szanse

Przypominamy zasady: na poczatku kazdy gracz wybiera pewne stowo
zero-jedynkowe — swoj wzorzec (wzorzec Alicji to A, a Boba — B). Nastepnie
gracze zaczynaja rzuca¢ moneta. Kiedy wypada reszka, dopisuja na osobnej
kartce (do poczatkowo pustego ciagu) 0, kiedy orzet — 1. Wygrywa ten z graczy,
ktorego wzorzec pierwszy znajdzie si¢ jako podstowo w tak losowanym ciagu.

Mozemy przyjacé, ze zaden ze wzorcow nie jest sufiksem drugiego wzorca, zeby

Z kazdego stanu (ka, kp), poza kohcowymi,

z prawdopodobienstwem % przejdziemy do kazdego

ze stanéw (fa(ka, ), fp(kp,«)), gdzie « =0 lub 1.
Jesli dojdziemy do stanu z kg = || A|| lub kg = || B||, to
zakonczyliSmy gre.

W tym momencie mamy graf, w ktérym wierzchotkami
sa stany gry, a krawedziami — mozliwe przejscia miedzy
nimi, etykietowane prawdopodobienstwami tych przejsc.
Stajemy wiec przed nastepnym zadaniem — jak w takiej
reprezentacji gry obliczy¢ prawdopodobienstwa wygranej
Alicji i Boba, czyli prawdopodobienstwa dojsécia

ze stanu (0,0) do stanéw konicowych? Odpowiedz bylaby
banalnie prosta, gdyby nie bylo zadnych innych standw.
Mozemy jednak usuwadé stany posrednie, ktére nas nie
interesuja. Niech v bedzie stanem posrednim, i niech

T3 ; bedzie prawdopodobienstwem tego, ze ze stanu 4
przejdziemy do stanu j. Jesli z ¢ nie ma krawedzi do 7,
to T; ; = 0. Jak latwo zauwazy¢, po usunieciu stanu v
mamy

T, =Tij+TinTo;(0+Tow+Tr +...) =
=Tij+—F-

dla ¢, j # v. Dlaczego? T}, T, ; jest
prawdopodobienstwem tego, ze ze stanu ¢ przejdziemy
do v, a nastepnie do j, zas T¢7UT£UTU7J» odpowiada
k-krotnemu kreceniu sie po drodze petelka w v.

W ten sposéb, w czasie potrzebnym na przeksztalcenie
T w T, awiec O(N?), gdzie N jest ilodcig stanow,
mozemy usunacé pojedynczy wierzchotek — a wiec

w czasie O(N?) zredukujemy graf do tréjki
wierzchotkow. I wtedy juz wiemy, kto ma wigksze szanse
wygracé. Na koniec dodajmy, ze podane tu rozwigzanie
bez klopotu przenosi si¢ na przypadek alfabetu wiecej
niz dwuelementowego.

Filip WOLSKI

Rozwigzanie zadania F 714.
Z warunku réwnowagi otrzymujemy poli S = (po + Ap)laS = (po — Ap) X S, gdzie Ap jest zmiang
ci$nienia powietrza wewnatrz probéwki podczas jej obrotu. Otrzymujemy zatem

lil2

X = s
2l — 1y

lo <11 < 2l2

(jesli bedzie 11 > 2la, rteé¢ wypadnie).
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