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W rzeczywistosci wskazanie wielomianu
f stopnia n, dla ktérego zbiér ]P’(;

jest nieskonczony, nie jest ktopotliwe.
Trudniejszym zadaniem jest pokazanie, ze
dany wielomian faktycznie spelnia zadany
warunek. Zupelnie elementarnie mozna
jednak dowiesé, ze jesli p jest dowolnym
dzielnikiem pierwszym liczby n, to takim
wielomianem jest f(z) = 2™ — p.

Zbiory kresowe dla wielomianow
o wspotczynnikach catkowitych

Tomasz KOBOS

Niech f bedzie wielomianem o wspélczynnikach catkowitych. Zajmowac sie
bedziemy dzielnikami pierwszymi liczb f(x) dla x calkowitego oraz potegami,

w ktorych te dzielniki wystepuja. Na przyktad, powszechnie wiadomo, ze jezeli
tylko wielomian f nie jest staly, to zbiér takich liczb pierwszych p, iz p|f(x)

dla pewnego x catkowitego, jest nieskoniczony. Mozna postawi¢ ogdlniejsze
pytanie: czy dla kazdej liczby naturalnej m zbior takich liczb pierwszych p, ze
p™|f(z) dla pewnego calkowitego x, jest nieskonczony? Warto tez zastanowic sie
nad zbiorem tych liczb pierwszych, ktére nie dziela wartosci wielomianu f dla
zadnego argumentu catkowitego. Na poczatek jednak wprowadzimy kilka pojeé,
ktore przydadza sie w dalszych rozwazaniach.

Dla liczby pierwszej p, ktéra nie dzieli wspélczynnika przy najwyzszej potedze
w wielomianie f, definiujemy jej kres wzgledem wielomianu f jako najwieksza
liczbe calkowita nieujemna m, dla ktérej istnieje x € Z, takie, ze p™|f(x).
Jesli takie najwigksze m nie istnieje, przyjmujemy, ze kres jest nieskonczony

i oznaczamy symbolem oo. Kres liczby pierwszej p wzgledem wielomianu f
bedziemy oznaczaé jako kz(p).

Dla przyktadu rozwazmy wielomian f(x) = 22 + 3. Jesli 3|f(x), to oczywidcie
3|z, ale wtedy 9|22, a zatem 9 ff(x) dla z € Z. Czyli k¢(3) = 1. Mamy tez
f(1) =4, czyli kres liczby 2 wynosi co najmniej 2. Jednakze, bezposrednie
sprawdzenie wszystkich reszt modulo 8 pokazuje, ze 8 /f(z) dla x € Z, a wiec
kf(2) = 2. Analogicznie sprawdzamy, ze 5[f(x) dla x € Z, czyli k7(5) = 0.
Uzywajac nieco bardziej wyrafinowanych metod, mozemy udowodnié, ze dla
kazdej liczby naturalnej m istnieje x € Z, dla ktérego 7™|f(x). Zatem, zgodnie
z przyjeta umowa, piszemy 5 (7) = oo.

Wprowadzmy jeszcze jedno pojecie. Dla danego wielomianu f i danego

m € NU {oo} definiujemy zbiér P’} jako zbiér wszystkich liczb pierwszych,
ktorych kres wzgledem wielomianu f wynosi m. Zbior ten bedziemy nazywaé
zbiorem kresowym o kresie m.

Zaczniemy od wtasnosci pewnej szczegdlnej rodziny zbioréw kresowych — zbioréw
kresowych o kresie 0. Dla danego wielomianu f jego zbiér kresowy o kresie 0

jest wiec zbiorem tych liczb pierwszych, przez ktore wartoéci wielomianu nie

sg podzielne dla zadnego argumentu calkowitego (pomijamy liczby pierwsze
dzielgce wspOlezynnik przy najwyzszej potedze). Taki zbiér oczywiscie nie musi
by¢ nieskoniczony, za przyktad wystarczy wzia¢ dowolny wielomian stopnia 1.
Jednak juz wérod wielomianéw kwadratowych mozemy znalezé takie, ktorych
zbiér kresowy o kresie 0 jest nieskoniczony, za przyktad stuzy bowiem wielomian
f(x) = 2% + 1, ktérego wartosci w punktach catkowitych nie maja dzielnikéw
pierwszych postaci 4k + 3. Okazuje sie, ze dla dowolnego n > 1 istnieje wielomian
f stopnia n, dla ktoérego zbiér IF’(} jest nieskonczony. Konstrukcja takiego
wielomianu w przypadku n > 2 nie jest juz zupelnie prostym zadaniem, ale
stosunkowo latwo mozna wykazac, ze jesli p jest dana liczba pierwsza, a n
ustalona liczba naturalna, to istnieje wielomian f stopnia n, taki, ze k¢(p) = 0.

Przejdzmy teraz do wlasnoéci zbioréw kresowych o kresie bedacym liczba
catkowita dodatnia. Podobnie jak poprzednio, jestedmy w stanie udowodnié,
ze dla danej liczby pierwszej p i ustalonych n > 1, m € Z_ mozna znalez¢
wielomian f stopnia n, dla ktérego kf(p) = m. Do skonstruowania takiego
wielomianu przydaje si¢ istnienie wielomianu F' stopnia n, dla ktorego

kr(p) = 0. IdZmy dalej: jedli dla danych liczb pierwszych p1,pa,...,ps

mamy s wielomianéw fi, fa, ..., fs stopnia n, takich, ze ky, (p;) = m,

to, uzywajac Chinskiego Twierdzenia o Resztach, bez trudu mozemy

dowies¢, ze istnieje wielomian f (oczywiscie réwniez stopnia n), dla ktérego
{p1,p2,...,0s} C P'¥'. W szczegblnosci oznacza to, ze mocy zbiorow kresowych
nie da si¢ ograniczy¢ przez zadna liczbe naturalna — tzn. dla kazdego C' zawsze
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znajdziemy wielomian f, dla ktérego |]P”JT”| > C (wystarczy dobra¢ odpowiednio
duze s). Nasuwa si¢ pytanie: czy moc zbioru ]P’}” moze by¢ nieskonczona dla
m > 07 (dla m = 0 wiemy, Ze jest to mozliwe). OdpowiedZ na to pytanie jest
negatywna. JesteSmy w stanie udowodni¢ nawet wiecej, gdyz prawdziwe jest

nastepujace

Twierdzenie. Dla danego wielomianu f o wspotczynnikach calkowitych niech

0 = U IF’;. Wowczas |0f|, moc zbioru d¢, jest skoticzona.

€7

Kluczem do dowodu powyzszego twierdzenia okazuje sie by¢ ponizszy

Lemat. Niech f bedzie wielomianem o wspélczynnikach calkowitych, m liczbg
catkowitq dodatniq, p takq liczbg pierwszq, zZe p € P, natomiast k niech bedzie
takq liczbg calkowitq, ze p™|f (k). Wowczas p|f' (k).

Dowdd opiera sie na prostej do udowodnienia za pomoca
rozwiniecia dwumianowego Newtona kongruencji:

ftp™ + k) = p™tf' (k) + f(k) mod p™*L. Jezeli p

nie dzieliloby f'(k), to mogliby$my tak dobraé ¢, by
p™ T f(tp™ + k). To jest jednak sprzeczne z warunkiem
pe PP

Zeby zobaczy¢, w jaki sposéb powyzszy lemat mozna
wykorzysta¢ do oszacowania mocy zbioréw kresowych
od gory, zatrzymajmy si¢ na chwile przy wielomianie
kwadratowym: f(x) = ax? + bz + c. Zalézmy, ze
wyréznik tego wielomianu A = b — 4ac jest niezerowy.
W przeciwnym przypadku nietrudno sprawdzié, ze

Py = () dla kazdego m. Niech p € P dla pewnego

m € Z4, a k niech spelnia warunek p™|f (k). Wowczas
mamy tez p|f(k) = ak?® + bk + ¢ oraz, z powyzszego
lematu, p|f'(k) = 2ak + b. Zauwazmy teraz, iz:

/ / _
pl2a(2f (k) — kf'(k)) — bf'(k) =

= 2a(2ak? 4 2bk + 2¢ — 2ak* — bk) — 2abk — b* =

= 2a(bk + 2¢) — 2abk — b? = 4ac — b? = —A.

Oznacza to, ze wszystkie elementy zbioru ¢ sa
dzielnikami niezerowej liczby catkowitej, wyrdznika
wielomianu f. Czyli rzeczywiscie |d| jest skoniczona.
Co ciekawe, do przypadku wielomianu kwadratowego mozna podejsé
w zupelnie inny sposéb, wykorzystujac postaé¢ kanoniczng wielomianu
oraz fakt, ze jesli liczba catkowita a, niepodzielna przez dang liczbe

pierwsza p, jest resztag kwadratowa modulo p, to wtedy jest tez reszta
kwadratowa modulo p™ dla kazdego m € Z .

Naturalna jest préba uogdlnienia powyzszej metody

na wyzszy stopien wielomianu. Wykorzystujac relacje
p|f(k) i p|f'(k), chcieliby$my uzyskaé¢ podzielnosé

ple, gdzie ¢ jest stala zalezna tylko od wielomianu f.
Jednakze reczne wykonanie obliczen juz w przypadku
wielomianu sze$ciennego jest dosy¢ klopotliwe. Okazuje
sie jednak, ze jest sposéb obejécia tego problemu.

Niech f bedzie dowolnym wielomianem

o wspélezynnikach catkowitych, p € P} dla pewnego

m > 0, a k niech bedzie takie, ze p™|f (k). Mozemy

tez zalozy¢, ze wielomian f jest nierozkladalny

— rzeczywiscie, jesli f(x) = p(x)g(x) i |6¢| jest
nieskoficzona, to wtedy |d,| jest nieskonczona lub

|04] jest nieskoniczona. Wéwezas jest on wzglednie
pierwszy ze swoja pochodna, gdyz jest ona wielomianem
o stopniu mniejszym. Istnieja wigc wielomiany A(x),
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B(z) o wspdlezynnikach calkowitych, oraz niezerowa
liczba caltkowita ¢, dla ktorych:

A(2)f(z) + B@)f'(z) = c.

Méwimy, ze wielomian f jest nierozkladalny, jezeli nie da

sie go przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch wielomianéw

o wspélcezynnikach calkowitych, z wyjatkiem iloczynu f(z) =1 f(x)
oraz f(z) = —1- (—f(2)).

Wielomiany p(z), g(z) o wspdlczynnikach calkowitych sa wzglednie
pierwsze, jesli nie istnieje wielomian r(z) o wspdtczynnikach
catkowitych i o stopniu dodatnim, taki, ze r(z)|p(z) oraz r(x)|q(x).

Fakt, ktory tutaj wykorzystujemy, jest wielomianowym
odpowiednikiem podobnego twierdzenia dla liczb
calkowitych. Wstawiajac do powyzszej réwnosci

x = k i korzystajac z podzielnosci p|f(k) oraz p|f'(k),
dostajemy natychmiast plc. Czyli, tak jak poprzednio,
stwierdzamy, ze wszystkie elementy zbioru d¢ sa
dzielnikami niezerowej liczby calkowitej c¢. A to oznacza,
ze zbidr 0y jest skonczony.

Na koniec przyjrzymy si¢ zbiorom kresowym o kresie
nieskonczonym. Okazuje sie, ze jesli wielomian f nie jest
staly, to zbior P jest nieskonczony. W szczegdlnosci
dla kazdej liczby naturalnej m istnieje nieskonczenie
wiele takich liczb pierwszych p, ze p™|f(z) dla pewnego
x € Z. Jest to wiec uogdblnienie wspomnianego na
poczatku artykulu rezultatu teorii liczb. Dowod

opiera sie na zastosowaniu twierdzenia udowodnionego
powyzej. Jesli wiemy, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb pierwszych p, ze p|f(z) dla pewnego z, to
po odrzuceniu z nich liczb nalezacych do d; dostaniemy
wlasnie zbior P

Jest z pewnoscia jeszcze wiele pytan, ktére mozna
postawi¢ w zwiazku z zagadnieniem zbioréw kresowych.
Mozna sig, na przyktad, zastanowi¢ nad rozszerzeniem
jednego z uzyskanych rezultatéw: czy dla danej liczby
pierwszej p i ustalonych m,n € Z istnieje wielomian
f stopnia n, dla ktérego £ ¢(p) = m oraz przynajmniej
jeden ze wspdlezynnikéw wielomianu f (nie liczac
wspOlezynnika wiodacego) jest niepodzielny przez p
(przyktad skonstruowany przeze mnie nie spelnia

tego warunku)? Mimo ze obliczenia przeprowadzone
na komputerze dla matych liczb pierwszych moga
sugerowac, ze jest to prawda, to problemu tego nie
udato mi sie rozwiazaé¢. A moze Czytelnik podejmie to
wyzwanie?



