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Rys. 1

Dla przeksztalcenia ¢ zbioru X w zbiér
Y przyjmiemy oznaczenie ¢* X dla zbioru
wartos$ci ¢ (z) dla wszystkich elementéw
z € X.

Bedziemy tez uzywali powszechnie
przyjetych terminéw:

¢ : X — Y jest surjekcjg (odwzorowaniem
,na’), gdy dla kazdego y € Y istnieje taki
z € X, ze p(x) =y;

@ : X — Y jest injekcjqg (odwzorowaniem
réznowartosciowym), gdy dla dowolnych
z1, 22 € X z réwnosci p(x1) = @(x2)
wynika 1 = z2;

@ : X — Y jest bijekcjqg (odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym), gdy jest
surjekcja i injekcja.

Ponadto przypominamy, ze
przeksztalcenie id x to identycznosé na
zbiorze X,

oraz ze

U X; := {x : istnieje j € J,

J€J takie ze € X }.

*Palac Mlodziezy w Katowicach

Spacerkiem po kwadracie
Adam KOLANY™

Czy mozna zaprojektowaé spacer po kwadracie (pelnym) tak, zeby zwiedzié
kazdy jego punkt dokladnie raz? Innymi slowy, czy istnieje réoznowartosciowa
funkcja z odcinka A = [0, 1] na kwadrat K = [0,1] x [0, 1]?

Jak dobrze wiemy, z kazda liczba r z przedzialu A mozna skojarzy¢
nieskoniczony ciag liczb catkowitych ze zbioru {0,1,2,...,9} — mianowicie

jej rozwiniecie dziesietne. Sugeruje to pewien pomyst na przyporzadkowanie
punktom przedzialu A punktéow kwadratu. Zdefiniujmy odwzorowanie

7 : A — K nastepujaco: niech r bedzie dowolnym punktem odcinka i niech

d(r) = (dn)n=1,2,3,... bedzie ciagiem cyfr jego nieskonczonego rozwinigcia
dziesietnego zaczynajacego sie od zera — tak wiec 6(1) = (9,9,9,9,...). Podobnie
w przypadku niejednoznacznoéci (liczby postaci M/10* maja dwa rozwiniecia
dziesietne) wybieramy rozwiniecie nieskoniczone — czyli gdy w pewnym momencie
trafiamy na k i dalej same zera, piszemy zamiast tego & — 1 1 dalej same
dziewiatki. Wéwczas jako 7(r) przyjmujemy punkt, ktérego wspélrzedne maja
rozwiniecia (dy, ds,ds,...) i (d2,d4,ds, . ..), odpowiednio. Tak na przyklad:

7(0) = 7(0,00000...) = (0,000...;0,000...) = (0;0),

(1) = 7(0,99999..) = (0,999...;0,999...) = (1;1),

7(0,5) = 7(0,49999..) = (0,499...;0,999...) = (0,5;1),
albo 7(0,25) = 7(0,24999...) = (0,299...;0,499...) = (0,3;0,5).

A kiedy bedziemy w srodku kwadratu?

Mamy
(0,5;0,5) = (0,499...;0,499...) = 7(0,449999 ...) = 7(0,45).
A kiedy w $rodku lewej dolnej éwiartki?
(0,25;0,25) = (0,2499 ...:0,2499 . ..) = 7(0,22449999 . ..) = 7(0,2245).
Prawie dobrze. Latwo zauwazy¢, ze odwiedzimy kazdy punkt kwadratu. Czy aby
tylko jeden raz? Niestety nie. Zobaczmy:

7(0,459090 . ..) = (0,499...;0,500...) = (0,5;0,5),
7(0,540909...) = (0,500...;0,499...) = (0,5:0,5),
7(0,45) = 7(0,449999 ...) = (0,499 ...;0,499...) = (0,5;0,5).

Funkcja 7 nie jest réoznowartosciowal!

Zastanowmy sie jednak, co my tu mamy?

Co prawda, 7 nie jest bijekcja, ale w pewien sposéb daje sie ja odwrdcié.
Niech bowiem dla punktu kwadratu (z;y) € K, liczba ¢(z,y) bedzie liczba

o rozwinieciu (¢, dy, ca,da, . . .), gdzie (¢p)n = 0(x) 1 (dn)n = d(y). Wowczas,
jak latwo sprawdzié, ¢ jest réznowartosciowe, cho¢ nie jest surjekcja. Ponadto
7o @ = idg, choé niekoniecznie p o 7 = ida (przyklad?).

Skoro jednak ¢ jest réznowartoéciowe, to znaczy, ze w A jest co najmniej

tyle punktéw, co w K — no bo ¢ produkuje w A doktadna kopie¢ zbioru K,

a jeszcze troche zostaje (moze innym odwzorowaniem i te reszte da sie ,tyknacé”
— w konicu liczb naturalnych jest tyle samo, co liczb catkowitych). Z drugiej
strony punktow zbioru A jest co najmniej tyle, ile w K, bo K sklada sie

ze swojej podstawy, ktéra wyglada dokladnie jak A, i jeszcze tego, co powyzej.
(Odpowiada to injekcji m(r) = (r;0), dla r € A.)

Skoro w A jest co najmniej tyle punktéw, co w K, a w K jest co najmniej tyle
punktéw, co w A, to na ,chlopski rozum” w A i w K jest ich tyle samo! Czyli
istnieje bijekcja h miedzy A i K, a tego przeciez nam trzeba.
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Georg Ferdinand Ludwig Philip Formalnie znaczy to, co nastepuje:
Cantor (3.03.1845, Sankt Petersburg,

Rosja — 6.01.1918, Halle, Niemcy) Twierdzenie (Cantor, Bernstein, Schroder). Niech A i B beda dowolnymi

. niemiecki matematyk, twérca zbiorami. Wéwczas jesli istnieja injekcje f : A — B oraz g : B — A, to istnieje
eorii zbioréw. Zdefiniowal pojecia
réwnolicznos$ci zbioréw, zbioréw dobrze leekCJa h:A— B.

uporzadkowanych. Wprowadzil pojecie

liczby porzadkowej i kardynalnej. Przez No tak, ale bk@d JQ WZlZ}é7

dlugi czas staral sie udowodnié hipoteze

continuum (jak si¢ okazalo w latach Udowodnimy nastepujacy lemat:

60. XX wieku — jego wysitki nie mogty

przyniesé¢ zadowalajacego go rezultatu). Lemat. Niech A, B oraz f, g b(@d@ takie, Jak WyZGJ Wbwecezas istniej@ takie

W ostatnich latach swojej pracy naukowej rozlaczne zbiory Ap, Az C A i takie rozlaczne zbiory By, Bo C B, ze A1 U Ay = A,

odkryl pewne paradoksy w teorii o « — - -
mnogos$ci. Dlugie lata cierpial na cigzkie B1UB; = B oraz f A1=DBy i g By = As.

depresje (parokrotnie byl z tego powodu , . . . ., o
hospitalizowany). Pod koniec Zycia Dowéd. Zauwazmy, ze kazdy ze zbioréow Aq, Ae, B1, B2 wyznacza juz

zajmowal sie mistycyzmem — rozwijat pozostate. No, bo na przyklad A; = A\ As, By = f*A; = f*(A\ As),

koneepcje Abs?h;tnej Nieskoﬁczon0i0i7 a By =B\ By =B\ f*(A\ As2). Stad w szczegblnosci dostajemy tez

ktora ut(?zs.amla. z l??gler.n. Z p'owo u . . . N . N

choroby i niemoznos$ci unikniecia A2 =49 BQ =g (B \ Bl) =g (B \ f Al) =g (B \ f (A \ Ag))
doksé tal publik i

EZE{O;;:}‘:V captrestal publitowama prac Oznaczajac teraz Q(X) = g* (B \ f(AN\ X)), dla X C A, dostajemy réwnosé

. . As = Q(A2)! Innymi stowy szukamy tzw. punktu stalego odwzorowania ).
Felix Bernstein (24.02.1878, Halle,

Niemcy — 3.12.1956, Zurich, Szwajcaria)
— niemiecki matematyk, uczen

Georga Cantora. Poza przytoczonym
twierdzeniem znany z mlodzienczej Q U Xj = U Q(Xj), dla dowolnych Xj - A, J 7é @
pracy o liczbach kardynalnych oraz jeJ jeJ

z licznych pézniejszych prac ze statystyki,

matematyki aktuarialnej oraz biologii Niech teraz Xg = @7 X = Q(XO)7 Xo = Q(X1)7 cey Xn+1 = Q(Xn)7 e
matematycznej, w szczegélnosci genetyki.  Wykazemy, ze punktem stalym odwzorowania € jest np. Y = Joo, X,,.

Ernst Schréder (25.11.1841, Mannheim, W IZeCzy samej, mamy
Niemcy — 16.06.1902, Karlsruhe,

Niemcy) — matematyk niemiecki. Znany Q(Y) -0 G Xn _ G Q(Xn) — G Xn+1 — Ej Xn — Ej Xn — Y’
n=0 n=0 n=0 n=1 n=0

Nietrudno wykazaé, ze {2 ma nastepujaca wtasnosc.

gléwnie ze swoich prac w dziedzinie
logiki algebraicznej, w szczegdlnosci

autor monumentalnego, 3-tomowego no bo przeciez Xy = (). Przyjmujac teraz A; =Y, dostajemy teze¢ lematu.
dzieta Wyklady z Algebry Logiki, ktéra
otworzyta drogg logice matematycznej Jak zatem zdefiniowaé h? To proste:
jako samodzielnej dyscyplinie
matematycznej. h(.l?) — f(f)) T € A .
g Hx), x€ A

Odwzorowanie h jest dobrze okreslone na calym A, bo g jest réznowarto$ciowe
(a wiec mozna je odwracaé). Obrazem A jest cale B, bo punkty z By sa
warto$ciami punktéw z Aj, a punkty z By sa wartosciami funkcji g. Skoro f

i g sa bijekcjami, odpowiednio na A; i Ba, oraz By i Bs sa rozlaczne, to h jest
réznowartosciowe.

Wréémy teraz do naszych baranéw, czyli do kwadratu z odcinkiem. W roli

A, B, fig mamy tutaj A, K, m oraz ¢. Z Lematu wynika, ze istnieje Ag C A,
dla ktorego h : A — K dane wzorem

h(z) = {w(m), z & Ay

A A Tl @), wedy
AR, SRR T . o
@ o jest bijekcja. Biorac pod uwage, ze ¢~ = 7, mozemy napisaé, ze
&% #ﬁ' h(z) = T(x), =€ Ay .
o N - o Teoretycznie odpowiedzieliSmy na pytanie zadane na poczatku — tak,
@ - mozna zwiedzi¢ caly kwadrat, nie odwiedzajac zadnego punktu dwukrotnie
BB e e w0 w szczegblnoscei znaczy to, ze w kwadracie i na odcinku jest tyle samo punktow,
YA = 1 kwad dcink 1 k
S I N e ale nie to nas teraz interesuje). Nawet przepis wiazacy chwile czasu z punktem,

w ktorym podréznik ma sie znalezé, angazuje stosunkowo proste operacje: 7
i 7. Klopot polega na tym, ze nie wiadomo za bardzo, ktora kiedy stosowaé! Nie
wiemy przeciez, ktére punkty odcinka naleza do As!
Przyjrzyjmy mu si¢ zatem troche blizej. Wiemy przeciez, ze

Ay =QNH U@ U...uQ D) U..., gdzie QX)=*(K\7*(A\ X)).
Dla uproszczenia przyjmijmy, ze A nie jest odcinkiem [0, 1], tylko dolna
podstawa kwadratu K (powrdt do sytuacji poczatkowej nie bedzie trudny).
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eppe Peano (27.08.1858,

Spinetta, Wtochy, — 20.04.1932,

Turyn, Wtochy) — wloski matematyk

i logik. Od 1890 profesor matematyki
na Uniwersytecie w Turynie, a w latach

1887

1901 w akademii wojskowej

w Turynie. Opracowal stosowana
powszechnie aksjomatyke arytmetyki

liczb naturalnych (tzw. aksjomaty Peano).
Skonstruowal tez przyktad funkcji ciaglej

przeksztalcajacej odcinek domkniety

na kwadrat domkniety, co jest sprzeczne
z powszechng intuicja. Odwzorowanie to

jest z

wane krzywa Peano. Dzialalnosé

Peano wchodzi w sktad tzw. wloskiej

szkoly matematycznej, ktéra zajmowala
si¢ badaniami nad logika matematyczna

i analizg podstaw matematyki.

Znane jest takze jego twierdzenie

o istnieniu rozwigzan pewnych réwnan
rézniczkowych, zwane jego nazwiskiem.

Wowecezas 7 jest po prostu identycznoscia, a ¢ z punktu kwadratu robi punkt
z jego podstawy, przeplatajac jego wspélrzedne. Z praw dzialan na obrazach
mamy

QX) =" (K\ (A\ X)) =" (K \A) U(KNX)) =" (K\A)UX) =

= (K\A)Uup X

i tym sposobem

Q@) = ¢(K\A),

Q0) = ¢*(K\A)Ue*Q0) =" (K\A)Up* K\ A),

Q) = ¢ (K\A) UG (K\A)U...Up™(K\ A),
oraz Ay = o (K\A) UG (K\A)U.. Ug™(K\A)U

W szczegblnosei 0,5 = ¢(0,5;1,0) € p* (K \ A) C As.

Mimo iz h spelnia warunki, jakie wyspecyfikowaliSmy na poczatku, brak

mu jednak pewnej cechy, ktorej oczekuje sie od ,,prawdziwych” marszrut.
Mianowicie, jesli ktoé spaceruje po jakims terenie i np. o 15°° wstapi

do restauracji na obiad, to spodziewamy sie, ze istnieje przedzial czasowy wokdt
tej godziny o tej wlasnoéci, ze w kazdej chwili tego przedzialu nasz piechur
znajduje sie w miejscowosci, w ktorej ta restauracja sie znajduje.

Innymi stowy, od naszego h oczekujemy, ze dla dowolnego punktu xg € A
(godzina positku) oraz otoczenia O (miejscowosé¢) punktu h(zg) (restauracja)
istnieje przedzial A zawierajacy xo taki, ze h(z) € O, dla z € A. Wlasnosé te
nazywamy ciggtosciq.

Okazuje sie, ze odwzorowanie h ciagte nie jest. Popatrzmy na punkty kwadratu

postaci P, = (0,5 + 10”, 10n> dla n = 3,4,5,... . Rozwiniecia ich wspolrzednych
sa postaci
n—2 n—1 n—2 n—1
—~ —~ —~ —~

0,50...01000...=0,50...0999... oraz 0,00...01000...=0,00...0999...,
2n—1 2n—2
—~ —~

zatem w(P,) =0,50...0999 = 0,50...01000... .

Znaczy to w szczegdlnoéci, ze punkty z,, = 0,5 + 10727 sa w Ao, oraz ze

h(zxy) = P,, gdzie n > 3. Odleglo$¢ miedzy h(0,5) = (0,5;1,0) a P,, wynosi
V1072 4 (1 -10"")2>1-10"">1— 10" = 0,999000. .. .

W szczegdlnosci nie ma takiego przedziatu wokét ,chwili” zg = 0,5, zeby

w calym tym przedziale wartosci h byly w odleglosci od h(0,5) mniejszej niz

np. 3/4.

Rysunek 2 przedstawia kilka migawek z podrozy naszego piechura.

Nietrudno jest wykazac, ze nie istnieje ciagle i réznowartosciowe odwzorowanie
odcinka na kwadrat. Wynika to mniej wiecej z tego, ze jak sie w kwadracie zrobi
dziurke (czytaj: usunie punkt), to i tak bedzie mozna doj$¢ z jednego miejsca

w drugie. Na odcinku juz tak dobrze nie jest. Okazuje si¢ jednak, ze istnieje
ciagle odwzorowanie odcinka na kwadrat (tzw. krzywa Peano), ale to jest juz
temat na osobny artykut.

]

Rozwigzanie zadania M 1199.
Niech n = a? + b? + ¢? oraz przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a > b > c. Wowczas

c = (a2 +u% C2)2 —at vttt 2a°%b? + 22?2 +2c%d? =
:(a4+b4+c4+2a2b
_ 2 2 2,2 op N2 .
= (a® +b% — *)? + (2bc)® + (2ca)?.

Poniewaz a? —+ b2 — % > 0, wiec liczba n?
liczb catkowitych dodatnich.
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—2p3%¢2 726‘a‘)+4b“c‘+4c a? =

zostala przedstawiona w postaci sumy kwadratéow trzech



