Rozwigzanie zadania F 711.

7 tresci zadania wynika, ze moc P
grzalki jest réwna iloéci ciepta
wypromieniowanego przez wode w garnku
w jednostce czasu. Zatem

PAt = emAT,
gdzie ¢ jest cieplem wlasciwym wody.

Podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy
At ~ 42 s.
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O pewnej sztuczce  Michal SKRZYPCZAK ™

Jaki$ czas temu pokazano mi pewna sztuczke karciana. Pokazywaly ja dwie
osoby, Karol i Marcin. Najpierw Karol dostal pie¢ kart wylosowanych z talii. Nie
pokazujac ich nikomu, wybral jedna z nich i ukryl przed wszystkimi. Pozostate
cztery utozyt w wybranej przez siebie kolejnosci i pokazal Marcinowi. Wtedy ten
bezblednie odgadl, jaka jest piata, ukryta karta.

Obliczmy. Marcinowi zostala zaprezentowana pewna permutacja
czteroelementowego zbioru kart. Takich permutacji jest 4! = 24. Nastepnie
odgadl pozostala, ukryta karte. W talii sa 52 karty, on widzi 4 z nich, wiec
pozostaje 48 mozliwosci. Czyli Marcin dostal log, 24 bitéw informacii,

a do podjecia decyzji potrzebuje log, 48 bitéw. Proste odejmowanie,

log, 48 — log, 24 = log, 2 = 1, dowodzi, ze Marcin ma doktadnie o bit informacji
za malo!

W czasie gdy liczyliSmy, oni pokazali sztuczke nastepnych kilka razy i zawsze

si¢ udawala. W naszych obliczeniach pominelismy fakt, ze Karol wlasnorgcznie
wybieral te jedna karte sposréd pieciu. Ale jak wybér Karola moze przekazaé bit
informacji Marcinowi?

Ponizej zaprezentowane jest przykladowe rozwiazanie, jednak przed jego
przeczytaniem polecam poszukaé¢ wlasnego.

Rozwiazanie okazuje si¢ (jak zwykle) proste, chociaz (jak zwykle) trudno na nie
wpasé. Najpierw opisze dzialanie od strony Karola. Dostatem pie¢ kart. Wérod
nich ktérys kolor musi wystepowaé przynajmniej dwa razy. Powiedzmy, ze ten
kolor to pik i mamy do czynienia z dwiema kartami w tym kolorze (jezeli jest
ich wigcej, to bierzemy pod uwage tylko dwie). Méwiac niescidle, wybieram te

z nich, od ktorej jest blizej do drugiej, idac cyklicznie w gére

(2,3, ...krdl, as, 2, 3, ...). Scidlej, kartom od dwoéjki do asa przypiszmy

liczby od 0 do 12 i liczby odpowiadajace naszym dwém pikom oznaczmy a

i b. Oznaczmy (a — b) mod 13 przez A i (b — a)mod 13 przez B. Oczywiscie,

A + B = 13, obie sg dodatnie, wiec ktorasd z nich jest mniejsza niz 7. Z symetrii
moge zaltozy¢, ze B. W takim przypadku wybieram karte odpowiadajaca
liczbie a 1 mam gwarancje, ze druga z nich nie jest dalej niz 6 kart ,do przodu”
(bo B < 7). Teraz pora na permutacje, ktéra przekaze Marcinowi. Pozostaly

z dwéch pikéw klade jako pierwszy, pozostale trzy karty permutuje wedtug
ustalonego algorytmu, tak by zakodowac liczbe B. To si¢ uda, poniewaz
permutacji jest 3! = 6, a B jest jedna z liczb 1, ... 6.

Przyktadowa metoda kodowania liczb za pomoca permutacji moze wygladaé
nastepujaco. Mamy do uzycia j kart i chcemy za ich pomoca zakodowaé

jedna sposréd liczb {1,2,..., 5!}, oznaczmy ja h. Przyjmijmy, ze karty te sa
posegregowane wedtug ich rangi Ko, K1, ..., K(j_1). Wezmy karte L%J

i polézmy ja jako pierwsza w permutacji. Nastepnie za pomoca pozostatych

kart zakodujmy indukcyjnie liczbe ((h — 1) mod ((j — 1)!)) 4+ 1 jako permutacje
pozostatych j — 1 kart. Oczywiscie, indukcja ta sie konczy, gdy mamy zakodowadé
pojedyncza karta liczbe 1, co wykonujemy, po prostu kladac karte na stole.

Zadanie Marcina, czyli odkrycie schowanej karty, jest prostsze. Wie, ze piata
karta jest takiego koloru jak pierwsza w kolejnosci. Wystarczy wiec, ze odkoduje
zakodowana liczbe B na podstawie permutacji ostatnich trzech kart. Wtedy
pojdzie o B kart ,w goére”, poczawszy od pierwszej w kolejnosci i juz wie, jaka
karta zostala ukryta.

Przedstawie teraz, jak dziala opisana sztuczka w konkretnym przypadku.
Zal6zmy, ze Karol dostal nastepujace karty: 35,50, 9, D&, AO. Jak widaé,
mamy dwie karty w kolorze karo ({), dlatego — zgodnie z przyjetym algorytmem
— ktoras z nich bedziemy kodowaé. Pomiedzy trojka a asem jest 10 kart

(4,5,..., K), natomiast pomiedzy asem a trojka tylko jedna (2). Dlatego to

3¢ chowamy. Oczywiscie, najpierw ktadziemy na stole asa karo, jako pierwsza
karte, nastepnie pozostale trzy sortujemy wedtug rangi: Dée, 50, 9#. Chcemy
zakodowaé liczbe 2, poniewaz idac od asa do tréjki, trzeba zrobi¢ dwa kroki
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(A — 2 — 3). Dlatego najpierw kladziemy L%J =0 karte, czyli Dé, nastepnie
za pomocy kart 5O, 9, kodujemy liczbe ((2 — 1) mod ((3 — 1)!)) + 1 =2, czyli
ktadziemy nastepnie karte 9, no i na koniec pozostalg 50. Ostateczna kolejnosé

to A, Dée, 9, 50.

Otrzymawszy takie informacje, Marcin przystepuje do dziela. Od razu wie, ze
kolor poszukiwanej karty to <. Teraz pozostaje zdekodowaé liczbe B. Poniewaz
jako pierwsza wsrdd kart kodujacych permutacje jest najmniejsza z nich, wiec
poszukiwana liczba to 1 lub 2. Nastepnie wystepuje starsza sposrdéd pozostatych
dwéch kart, wiec szukana liczba to 2. Poczynajac od pierwszej karty, czyli A,
odliczamy 2 w gére i uzyskujemy wynik: 3.

ze 124 kart!

Znamy rozwiazanie, ale czy jest ono optymalne? Widzimy, ze gdy wiecej niz
dwie karty beda tego samego koloru, to w sposéb dowolny wybieramy, ktérymi
dwiema z nich sie zajaé¢. Moze daloby sie jeszcze wiecej informacji przekazaé
tym wyborem? Karol najpierw wybiera jedng karte z pieciu, potem wybiera
jedna permutacje z dwudziestu czterech, w sumie ma az 120 réznych sposobow
ulozenia kart. Gdyby udato si¢ w pelni z tego bogactwa skorzysta¢, Marcin
bylby w stanie odgadnaé jedna ze 120 kart, wiec cala talia mogtaby sie skladaé

PrzejdZzmy do przypadku ogdlnego. Przez k oznaczmy liczbe kart losowanych
z talii. Karol wybiera jedna z k kart, potem jedna z (k — 1)! permutacji,

w sumie ma k! réznych mozliwoéci, wiec niech nasza talia ma k! + k — 1 kart
oznaczonych 0,1, ..., k! + k — 2. Oznaczmy wylosowane karty to, %1, ..
by to <t1 <...<tg—1.Niech L=tg+1t1+ ...+ tx—1 (mod k). Do odlozenia

., te—1, tak

na bok wybieramy karte ¢;. Od teraz wszystkim kartom w talii, z pominieciem
tych k — 1 kart, jakie mamy na reku, nadajemy w myslach nowe numery od 0
do k! — 1, tak by zachowaé kolejno$é. Nowy numer karty ¢; oznaczamy przez X.
Zauwazmy, ze doktadnie L kart w naszym reku ma numery mniejsze od tr, wiec
podczas przenumerowania karta t; spadnie doktadnie o L pozycji, wobec czego
X =ty — L. Za pomoca ustalonego algorytmu permutowania tak ustawiamy
pozostale na reku karty, by kodowaty L%J i pokazujemy je Marcinowi.

Marcin widzi wszystkie k — 1 kart z naszej reki, wiec jest w stanie tak

samo jak my przenumerowaé wszystkie karty, ktérych nie widzi. Ponadto
masume S=tog+...+tp—1+tr41 + ... +te—1 (mod k). Zauwazmy,

e X =t —L=tr—(to+t1+...+tk—1) = —Smod k. Odkodowujac

liczbe z permutacji, Marcin zna [ ]. Skoro X =k — S (mod k), to

X = L%J -k + k — S. Teraz juz prosto, znajac X i karty na naszym reku, Marcin
odwraca proces przenumerowywania i poznaje tr.

A dlaczego nie da si¢ lepiej? Moze ograniczenie

k! + k — 1 na liczebnos$é talii jest zbyt rygorystyczne?
Postarajmy si¢ to Scisle udowodni¢. Ustalmy, ze talia
sklada sie z n kart. Wtedy Karol jest postawiony

wobec jednej z (Z) sytuacji, podejmuje swoje decyzje

i przekazuje dane Marcinowi. Ten moze dosta¢ od

niego dokladnie (,",) - (k — 1)! rézmych ukladéw

(k — 1 elementowe, uporzadkowane podzbiory zbioru n
elementowego). Przypusémy, ze (}) > (") - (k — 1)!
Wtedy, z zasady szufladkowej Dirichleta, niezaleznie

od sposobu przyporzadkowywania, bedzie istnial jakis
uktad czterech kart, jakie Karol pokazal Marcinowi,
ktéremu to uktadowi odpowiada wiecej niz jeden uktad
pieciu kart, jakie dostal na poczatku Karol. Czyli nie
kazdy uktad, jaki dostal na poczatku Karol, Marcin
bedzie mégl jednoznacznie odtworzyé. Wobec czego, by
sztuczka sie udala, musi byé (Z) < (kfl) (k= 1) Czyli
k!(r’b‘lk)! < (n_z!_H)!, zatem kl(n — k) > (n—k+ 1)!, co
daje k! > n —k + 1, wiec n < k! + k — 1. Udowodniliémy,
ze opisany powyzej schemat jest optymalny.
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Sztuczke te wymyslit w latach dwudziestych XX wieku
matematyk amerykanski Wiliam Fitch Chaney, Jr.

(ur. 1894, zm. 1974). Juz w dziecinstwie interesowal
sie sztuczkami magicznymi i ¢wiczyl swe zdolnosci
manualne, by zabawia¢ znajomych i rodzine réznymi
trickami. Pdzniej, gdy zostal nauczycielem w Tufts
College na poczatku lat dwudziestych, wykorzystywat
swe umiejetnosci, by zadziwi¢ i zainteresowac

uczniéw lekcja. Po raz pierwszy jego sztuczka zostala
opublikowana w ksiazce Wallaca Lee ,Wallace Lee’s
Magic Studio”. Od tego czasu pierwotna ,five card
trick”, wykorzystujaca zwykla 52-kartows talie,
doczekala sie wielu odmian, poczawszy od omoéwionego
rozszerzenia na talie 124-kartowa, przez ogdlny
przypadek k kart, wersje, gdy cze$é¢ kart moze lezeé
odwrécona, lub mozliwo$é chowania wiecej niz jednej
karty. Aby poznaé wiecej wersji, polecam zapoznanie
sig¢ z artykutem , Fitch Cheney’s Five Card Trick”

w Mathematical Association of America Math Horizons
z lutego 2003 r.



