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O empirii i teorii na przyktadzie
uogolnienia gry Penneya
Andrzej WALAT

W tym artykule przedstawie rozwiazanie problemu znacznie bardziej ogblnego

niz zadanie o grze Penneya opisane w lutowym numerze Delty i w ksiazce [1].
Przy okazji pozwolg sobie na komentarz o teorii i empirii w matematyce

i informatyce.

Zadanie

Dane jest hasto — jakies dowolne stowo — na przyktad tobeornottobe. Alicja

i Bob wybieraja jakies stowa utworzone z liter wystepujacych w hagle, na
przyklad Alicja wybiera too, a Bob ooo. Nastepnie uruchamiamy maszynke
losujaca, ktora losuje litery z hasta tak dlugo, az wypadnie stowo wybrane
przez Alicje lub Boba. Jesli bedzie to stowo wybrane przez Alicje (w naszym
przykladzie too), to wygrywa Alicja, a w przeciwnym przypadku wygrywa Bob.
Jak obliczy¢ szanse graczy w tej grze?

W szcezegblnym przypadku, gdy hasto jest dwuliterowym slowem or (albo

ro), otrzymujemy klasyczna gre Penneya. Ale jesli haslem jest oro, to juz jest
inna gra. Maszynka losujaca wybiera litery o oraz r z prawdopodobienstwem
odpowiednio 2/3 oraz 1/3. Do tego przypadku nie stosuje sie znane rozwiazanie
klasycznego problemu gry Penneya pochodzace od Johna Conwaya.

Ale w numerze lutowym opisalem inne algorytmiczne rozwiazanie problemu,
ktore sprébuje teraz uogdlnié. Idee rozwiazania przedstawie na przyktadzie.

Zaczynamy od narysowania grafu gry.

Rys. 1

Pola (wierzchotki) grafu odpowiadaja siedmiu stanom
gry. Stan poczatkowy jest reprezentowany przez stowo
puste. Dwa stany koncowe too oraz ooo to odpowiednio
wygrana Alicji oraz wygrana Boba. Od kazdego pola,
précz dwbdch koncowych, prowadza trzy strzatki

do innych pél. Przypisujemy im wagi oznaczajace
prawdopodobienstwa przejscia od danego pola (stanu
gry) do odpowiedniego nastepnego pola (stanu gry).

W polach grafu zamiast stéw bede wpisywat liczby.

Whpisujemy wartosci liczbowe w polu poczatkowym
oraz polach t oraz o — pierwszych polach na Sciezkach
prowadzacych do wygranej Alicji i Boba.

W polu poczatkowym wpisujemy liczbe 0.
W pierwszym polu na $ciezce Alicji wpisuje liczbe 1.
Te dwie liczby wybratlem dowolnie. Mégtbym wybraé

inne liczby. Dalej jednak wpisujac nowe liczby do
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kolejnych poél, bede przestrzegal zasady sredniej
wazonej:

Jesli z pola p wychodzg 3 strzalki z wagami wy, wa, ws
odpowiednio do pdl p1, ps oraz ps, to wartosci liczbowe
w tych polach 1, 11, lo oraz I3 muszq spelniac nastepujocg
rownodé: wy -l +wsg - log +ws - l3 = L.

Inaczej méwiac, wartosé liczbowa w polu p musi by¢
$rednia wazona liczb w polach py, ps oraz ps.

7 pola poczatkowego grafu wychodza trzy strzatki:

z powrotem do tego pola oraz do pdl t i o. Liczba

w polu o musi spelniaé¢ nastepujace réwnanie z jedna
niewiadoma x :

6 3 4
_. 214+ —=.z=0.
AR TR R
Rozwiazujemy réwnanie i wynik z = —3/4 wpisujemy do

pola o.



Postepujac dalej w ten sposéb, otrzymujemy:
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Rys. 2

Prawdopodobienstwo sukcesu Alicji obliczamy ze wzoru:
p= %, gdzie A oraz B to liczby w polach koncowych
grafu odpowiadajacych wygranej Alicji oraz Boba.
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W naszym przykladzie p = {755 =~ 0,601.

Pelny zapis zarysowanego algorytmu w postaci procedur
w Logo znajduje sie w aneksie do tego artykutu na
stronie WWW Delty, ale pozostaje jeszcze otwarta
kwestia poprawnosci. Jak mozemy sie przekonacé, ze
algorytm daje poprawne wyniki?

W matematyce przekonanie niepoparte dowodem
nazywamy hipoteza. Standardowa metoda weryfikacji
hipotez jest dow6d. W naukach przyrodniczych ceni

sie weryfikacje empiryczne. Informatyka zawdziecza
wiele matematyce, ale przejela réwniez pewne elementy
nauk przyrodniczych. Licza si¢ nie tylko formalne
matematyczne dowody, ale réwniez empiryczne
weryfikacje.

Budujemy komputerowy model gry

Dla danego hasta oraz stéw Alicji i Boba wynik gry
jest taki, jaki daje kontynuacja gry od jej stanu
poczatkowego — stowa pustego.

oto gra :hasto :alicja :bob

wynik kontynuacjaGry "

juz

Wynik kontynuacji gry od dowolnego (aktualnego) stanu
ustalamy w nastepujacy sposéb. Jesli aktualny stan jest

stowem koncowym Alicji lub Boba, to wynikiem jest ten
stan. W przeciwnym przypadku wynik daje kontynuacja
gry od nastepnego stanu.

oto kontynuacjaGry :stan
jesli lub (:stan =:alicja) (:stan = :bob)
[wynik :stan]
wynik kontynuacjaGry nastepny :stan
juz
Nastepny stan to najdhuzszy sufiks stowa utworzonego

z danego stanu i litery wybranej losowo z hasta, bedacy
prefiksem jednego ze stéw koncowych Alicji lub Boba.

oto nastepny :stan

wynik suprefiks stowo :stan los :hasto :alicja
:bob

juz
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oto suprefiks :sl1 :s2 :s3
jesli puste? :sl [wy :s1]
jesli lub numel :s1 :s2 =1 numel :s1 :s3=1
[wy :s1]
wynik suprefiks bp :s1 :s2 :s83
juz

Zdefiniuje jeszcze pomocnicza funkcje czsa, ktora
dla danego hasta i stéw Alicji i Boba oblicza czesto$é
sukceséw Alicji w serii n gier.

oto czsa :has¥o :alicja :bob :n
niech "1 0
powtérz :n [jesli gra :hasto :alicja :bob
= :alicja [zwieksz "1]]
wynik :1/ :n
juz

Teraz mozemy juz skonfrontowaé nasz wynik
teoretyczny z eksperymentem. Po napisaniu polecenia:
powtérz 10 [pisz czsa "tobeornottobe "too "ooo
10000] na ekranie mojego laptopa pojawilo sie dziesie¢
empirycznych czestosci: 0.6039, 0.6045, 0.6008,
0.6001, 0.6008, 0.6103, 0.5984, 0.6017, 0.6004,
0.5976.

Ciekawostka

Jakie bylyby szanse Alicji w pojedynku z Bobem,

gdyby wybrata ona dwuliterowe stowo to, a Bob —

stowo 00? W artykule [2] obliczylem, ze aby losujac
litery z hasta tobeornottobe otrzymaé to, potrzeba
$rednio % . 1—?? = % ~ 14,08 losowan. Na wygenerowanie
stowa oo trzeba $rednio czekaé troche krécej (patrz [3])

L+ =% ~1381

Mogtoby si¢ wydawad, ze w takim przypadku Alicja ma
troche mniejsze szanse wygrania pojedynku niz Bob, ale
to nieprawda. Stowo to wygrywa z oo w stosunku 51:40,
czyli prawdopodobienstwo, ze to Alicja zwyciezy, jest

réwne % ~ 0,56.
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