Najwieksza liczba na Swiecie

Ludzie od niepamietnych czaséw przescigali sie w biciu
rekordéw w najprzerézniejszych dziedzinach, od czysto
sportowych (szybciej, wyzej, mocniej), poprzez cywilizacyjne
(wyzsze budowle, wigksze samoloty, szybsze komputery),

az po catkiem absurdalne, zeby nie powiedzie¢ glupie.

Taka juz jest bowiem nasza natura, ze jesli tylko mamy
szanse zrobienia czego$ w najlepszy z mozliwych sposobow,
to na pewno podejmiemy prébe zrobienia tego. Mania

bicia rekordéw nie omineta réwniez matematykow, ktorzy
przescigaja sie w znajdowaniu coraz wiekszych liczb
pierwszych czy tez coraz dtuzszych rozwinie¢ dziesietnych
liczby . W artykule tym zaprezentujemy jeden z takich
matematycznych rekordéow. Przedstawimy najwieksza liczbe,
jaka kiedykolwiek zostata uzyta w pracy matematycznej.

Aby dobrze zrozumieé, co wyraza najwieksza

liczba na $wiecie, konieczne bedzie krotkie
wprowadzenie, ktére zaczniemy od prostej obserwacji
matematyczno-socjologicznej.

Sze$¢ os6b na przyjeciu

Wyobrazmy sobie, ze w jakim$ miejscu (np.

na przyjeciu) spotyka sie pewna grupa ludzi i, jak to
w zyciu zwykle bywa, niektérzy z nich znaja sie, inni
za$ sa sobie obcy. Mozemy zalozy¢, ze relacja bycia
znajomym jest okre$lona dla kazdej pary oséb (albo
sie znaja, albo nie znaja) i jest symetryczna (jak ja
znam ciebie, to i ty znasz mnie). Jesli spojrzymy
teraz na dowolna grupe ztozona z sze$ciu oséb

i przeanalizujemy uktad znajomosci miedzy nimi, to
tatwo dojdziemy do nastepujacego spostrzezenia:

Twierdzenie 1. Wérdod dowolnych szesciu 0sob zawsze
znajdziemy:
albo trzy osoby, ktore znajq sie wzajemnie
(kazda z kazdg),
albo trzy osoby, ktore nie znajq sie wcale
(Zadna z Zadng).

Dowdd. Aby udowodnié¢ ten fakt, przeformulujemy go
na jezyk teorii graféw nastepujaco: kazda z szesciu osob
utozsamiamy z innym wierzchotkiem grafu, a nastepnie
kazda pare wierzchotkéw (os6b) laczymy krawedzia.
Powstanie w ten sposéb graf, ktéry nazywamy

grafem pelnym (lub klikg) na sze$ciu wierzchotkach

i oznaczamy przez Kg. Uklad znajomosci przedstawiamy
w ten sposéb, ze kazdej krawedzi nadajemy jeden

z dwéch koloréw: zielony — jesli osoby umieszczone

w wierzchotkach, ktére ona laczy, znaja sie, lub czarny
— jedli osoby te nie znaja sie. Wystarczy teraz pokazad,
ze przy dowolnym takim zielono-czarnym kolorowaniu
krawedzi zawsze znajdziemy trzy wierzcholki polaczone
krawedziami w jednym kolorze (tworzace zielong lub
czarna klike K3).

Ustalmy w pokolorowanym juz grafie dowolny
wierzcholek v i zauwazmy, ze skoro wychodzi z niego
pie¢ krawedzi, to co najmniej trzy z nich musza by¢
w tym samym kolorze, powiedzmy zielonym.
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Rys. 1. Jednokolorowa klika K3 w grafie Kg.

Oznaczmy wierzcholtki na drugich koncach tych krawedzi
przez a, b, c i przeanalizujmy kolorowanie powyzszego
uktadu (rysunek 1). Poniewaz krawedzie va, vb oraz vc
sg zielone, to nadanie koloru zielonego ktérejkolwiek

z krawedzi ab, bc lub ac spowoduje pojawienie sie
trojkata w tym kolorze (odpowiednio vab, vbc lub vac).
7 kolei, jesli wszystkie maja kolor czarny, otrzymujemy
czarny trojkat abe, co konczy dowdd.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze w powyzszym twierdzeniu
liczby szesé nie mozemy zmniejszy¢, gdyz w grupie
piecioosobowej mozemy tak dobraé¢ uktad znajomosci,
aby unikna¢ monochromatycznego tréjkata (tak jak
na rysunku 2).

Rys. 2. Kolorowanie grafu Ks bez jednokolorowej kliki K3.

Twierdzenie Ramseya

Nasuwa sie pytanie, czy twierdzenie o sze$ciu osobach
mozna uogolnié. Czy, jezeli zamiast zadaé pojawienia
sie jednokolorowej kliki trzyosobowej, zazadamy,

aby taka klika skladala sie z czterech oséb, to czy

w odpowiednio duzej grupie musi sie ona pojawié¢? Co
wreszcie z ogélnym przypadkiem dowolnej kliki Kj?
W 1930 ukazala si¢ praca Franka Ramseya, w ktorej
udowodnit on bardzo daleko idace uogélnienie naszych
rozwazan, a szczegbélnym przypadkiem byta odpowiedz
na postawione wcze$niej pytanie.

Twierdzenie 2 (Ramsey (1930)). Dla kazdej liczby
naturalnej k istnieje taka liczba naturalna n, Ze wsrdod

dowolnych n 0s6b zawsze znajdziemy:

albo k 0sdb, ktdre znajq sie wzajemnie (kazda z kazdg),
albo k 0s6b, ktdre nie znajg sie weale (Zadna z Zadnag).

Najmniejsze takie n, ktorego istnienie gwarantuje
powyzsze twierdzenie, oznaczamy przez R(k)
i nazywamy k-tq liczbg Ramseya.



Mozna powiedzieé¢ troche filozoficznie, ze twierdzenie
Ramseya méwi o nieuchronnosci pojawiania si¢ pewnych
regularnosci w duzych strukturach. Dla kazdego matego
obiektu matematycznego mozemy zawsze znalezé
odpowiednio duza strukture, w ktérej obiekt ten musi
sie pojawié.

Liczby Ramseya i kosmici

Pojawia sie nastepny naturalny problem: czy istnieje
jaki§ jawny wzor na kolejne liczby Ramseya, a jesli
nie, to czy mozna je chociaz efektywnie wyznaczac.
Wiadomo, ze R(2) = 2 (dwie osoby znaja sie badz nie
znaja), pokazaliSmy tez, ze R(3) = 6, ale juz wykazanie,
ze R(4) = 18, nie jest sprawa latwa. Po pierwsze,
musimy pokazaé, ze istnieje dwukolorowanie krawedzi
grafu Ki7, w ktérym unikniemy jednokolorowej kliki
K. Okazuje sie, ze kolorowanie takie jest wyznaczone
jednoznacznie (z dokladnoscia do permutacji
wierzcholkéw), a otrzymujemy je w ten sposéb, ze
wierzchotkom grafu przypisujemy liczby {0,1,...,16}
z ciata Z17, krawedz zas malujemy na czarno wtedy

i tylko wtedy, gdy réznica liczb na jej koncach jest
kwadratem w tym ciele. Wykazanie, ze w grafie Kig
takie kolorowanie jest niemozliwe, jest sprawa znacznie
trudniejsza.

A ile wynosi R(5)? Ot6z, zaskakujace jest, ze dokladna
wartos$¢ piatej liczby Ramseya nie jest dotad znana, co
na pierwszy rzut oka wydaje sie nieprawdopodobne.
Wiadomo tylko, ze 43 < R(5) < 49. Ktz z nas

teraz nie zakrzyknie: od czego mamy nowoczesne
komputery?! Czy przebadanie kolorowan grafu pelnego
na zaledwie 43 wierzchotkach moze w dzisiejszych
czasach stanowié¢ jakakolwiek trudno$é¢? Gdy jednak
przyjrzymy si¢ problemowi blizej i dokonamy kilku
obliczen, sprawa staje sie jasna. Zauwazmy, ze graf K3
ma (423) = 903 krawedzie, wiec chcac przeanalizowaé
ich wszystkie mozliwe dwukolorowania, musieliby$my
rozpatrzyé 299 (czyli okolo 10%7!) przypadkéw, a to
juz znacznie przekracza mozliwosci nawet najszybszych
superkomputeréw. Z kolejnymi liczbami Ramseya
sprawa wyglada jeszcze gorzej: 102 < R(6) < 165,

205 < R(7) < 540, 282 < R(8) < 1870. Naiwnoscia
bytoby réwniez sadzié¢, ze moga one si¢ wyrazaé
jakimkolwiek jawnym wzorem.

Aby oddac skale trudnosci problemu znajdowania liczb
Ramseya, warto przypomnie¢ opowiastke, ktora czesto
zwykt przytaczaé¢ Paul Erdos, a trudno chyba o wigkszy
autorytet w tej dziedzinie (opublikowal on przeszio 100
prac dotyczacych teorii Ramseya).

Wyobrazmy sobie, zZe wrogo nastawiona i znacznie
potezniejsza militarnie obca cywilizacja napada
na Ziemie 1 Zgda od ludzi wyznaczenia doktadnej
wartodci liczby R(5), gdyz w przeciwnym razie
zniszezy planete. Co powinnismy zrobié, aby nie
dopusci¢ do zaglady? Powinnismy zmobilizowaé
wszystkich matematykow, informatykow

2

1 programistow, zaprogramowac wszystkie
komputery na Swiecie i sprobowaé znaleZé
zZgdang wartosé. A co, jesli kosmici zazqdajg
wyznaczenia liczby R(6) ¢ Wowczas powinnismy
sprobowaé. . . zniszczyé najeZdzcow.

Musimy pogodzié¢ sie z tym, ze, prawdopodobnie,

nigdy nie dowiemy sig, ile wynosi szdsta, siddma

i nastepne liczby Ramseya, co wcale nie znaczy, ze
ludzie zaprzestang swych wysitkéw w prébach ich
wyznaczenia.

Grafy Ramseya w przestrzeni

W dotychczasowych rozwazaniach grafy traktowali$my
w sposOb abstrakcyjny, czyli jako pare ztozona

z pewnego skorficzonego zbioru V' (wierzchotki)

i z kolekcji jego dwuelementowych podzbioréw E
(krawedzie), natomiast tradycyjny rysunek grafu

na plaszcezyZnie (punkty potaczone liniami) stuzyt
nam jedynie do lepszej wizualizacji prezentowanych
probleméw, ale w zaden sposéb nie wykorzystywalismy
jego geometrycznych wlasnosci.

Ostatnim krokiem do poznania najwigkszej liczby
na $wiecie bedzie spojrzenie na twierdzenie Ramseya
w sposéb geometryczny. Bedziemy rozwazaé grafy pelne,
ktorych wierzchotki beda umieszczone we wszystkich
wierzcholkach wielowymiarowej kostki jednostkowe;j
w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru

(na prostej beda to konice odcinka, na plaszczyznie
wierzcholki kwadratu, w przestrzeni tréjwymiarowej
wierzcholki szescianu itd.). Ogdlnie w przestrzeni R"
bedzie 2™ wierzcholkéw (a wiec powstanie graf Kon)
i beda nimi wszystkie punkty, ktérych wspotrzedne
tworza ciag zerojedynkowy.

Byla juz mowa, ze R(4) = 18, a wiec, jesli krawedzie
grafu petnego, ktory ma co najmniej 18 wierzchotkow,
pomalujemy dwoma kolorami, to musi si¢ pojawic¢
jednokolorowa klika K. Jezeli rozwazaé¢ bedziemy tylko
kolorowania grafow pelnych zwiazanych z kostkami
jednostkowymi, to zauwazymy, ze w przestrzeni R* graf
taki ma tylko 16 wierzcholkéw, a wiec mozemy jego
krawedzie tak pokolorowac, by uniknaé¢ jednokolorowej
kliki K4, natomiast juz w przestrzeni R° w grafie

na 32 wierzchotkach klika taka pojawi sie w kazdym
dwukolorowaniu.

Zazadajmy dodatkowej wlasnosci: aby klika Ky

byla nie tylko jednokolorowa, ale na dodatek, aby
wszystkie jej wierzchotki lezaly w jednej ptaszczyznie
(nazywamy ja plaska). Mozemy teraz postawié

pytanie: jakiego wymiaru musi by¢ kostka jednostkowa,
aby w dowolnym dwukolorowaniu krawedzi grafu
pelnego z nia powiazanego zawsze pojawila si¢ ptaska

i monochromatyczna kopia kliki K47 Zauwazmy,

ze klasyczne twierdzenie Ramseya nie méwi nam nic

o jakichkolwiek geometrycznych wlasnos$ciach, a wiec nie
mamy zadnej pewnosci, iz powyzsze pytanie ma w ogole
odpowiedz wyrazajaca sie skonczona liczba.



W 1971 roku Ronald Graham i Bruce Rothschild
opublikowali prace, w ktérej udowodnili twierdzenie
bardzo gleboko uogdélniajace wiele dotychczasowych
rezultatéw typu ramseyowskiego. Twierdzenie Ramseya
byto tylko drobnym wnioskiem ptynacym z ich ogélnych
rozwazan. Twierdzenie Grahama—Rothschilda dawato
rowniez pozytywng odpowiedZ na postawione wczeéniej
pytanie. Mianowicie, istnieje taka liczba naturalna n, ze
w dowolnym dwukolorowaniu krawedzi grafu pelnego
powiazanego z n-wymiarowa kostka jednostkows zawsze
pojawi sie plaska i jednokolorowa klika K4. Oznaczmy
najmniejsze n o tej wlasnosci przez RG(1,2,2).
Nadmiar parametréw w RG ma na celu pokazanie, ze
jest to w istocie szczegblny (najmniejszy nietrywialny)
przypadek ogélnego twierdzenia. Oznaczaja one kolejno:
1 — kolorujemy obiekty jednowymiarowe (krawedzie),

2 — obiekt, ktéry musi sie pojawié, jest dwuwymiarowy
(ptaska klika K), 2 — uzywamy dwdéch koloréw.

Nasuwa sie naturalne pytanie, czy znana jest doktadna
warto$é¢ RG(1,2,2), a jesli nie, to czy mozna ja

jako$ sensownie oszacowac. Ronald Graham pokusit
sie o wyliczenie konkretnej wartosci jej gbrnego
oszacowania, ktére wynikalo bezposrednio z dowodu
ich gltéwnego twierdzenia i zamiescil ten wynik

w opublikowanej wspélnie z Rothschildem pracy. Jednak
szerzej stal sie on znany dopiero w 1977 roku, kiedy
zostal opisany przez Martina Gardnera na lamach jego
popularnej rubryki w Scientific American. Wiadomo
wiec, ze RG(1,2,2) < LG, gdzie LG nazywana jest
liczba Grahama, lecz zanim poznamy jej wartoscé,
konieczne bedzie zapoznanie si¢ ze specjalng notacja.

Notacja strzalkowa Knutha

Gdy na poczatku swojej edukacji poznajemy nowe
dzialanie arytmetyczne, staramy sie je zdefiniowaé za
pomocy dzialan poznanych wczesniej. Mnozenie dwéch
liczb naturalnych m - n definiuje sie jako n-krotne
dodawanie sktadnika m, z kolei potegowanie m", jako
n-krotne mnozenie czynnika m. Donald Knuth wpadt
na pomysl, aby procedure te uogélni¢, definiujac
kolejne dziatania jako wielokrotne ztozenia poprzednich.
Punktem wyjscia niech bedzie zwykle potegowanie:

min=m"

4 =m--- m’
——
n razy
ktore zapisujemy za pomoca pojedynczej strzaltki (tak
jak tradycyjny zapis uzywany w informatyce). Kolejne
dzialania notowa¢ bedziemy podobnie (zwickszajac tylko
liczbe strzalek) i definiowaé rekurencyjnie:

.m

m

miTn=mIm7T---Tm=m ,
—_————
n razy
mittn=m T mi--11m,
n razy
a w ogolnosci
k k—1 k—1 k—1
—— —~ = —~
m1l--Tn=ml---Tml-Tm---ml-Tm.

n razy
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Poniewaz dzialania strzalkowe nie sa taczne, to
ustalamy dodatkowo, ze w przypadku braku nawiasow
wykonujemy je w kolejnosci od prawej do lewej
(analogicznie jak przy wielokrotnym potegowaniu).
Aby nieco oswoi¢ sie z taka notacja, wykonajmy kilka
prostych obliczen. Latwo zauwazyé, ze

217---12
jest zawsze rowne 4, niezaleznie od liczby strzalek,
nietrudno tez obliczy¢, ze

313=23%=2T.
Nieco dtuzsze rachunki musimy wykonaé, aby obliczy¢
3113=31313=3127=23% =7625597484987.
Jesdli liczba rzedu siedmiu bilionéw nas nie przeraza, to
sprobujmy obliczy¢
3TMT3=3113113=3177625597484987

i tu, niestety, nasza moc obliczeniowa staje

sie niewystarczajaca, gdyz w kolejnym kroku
musieliby$my napisaé przeszto siedem i pét biliona
trojek przedzielonych pojedynczymi strzatkami,

co w tradycyjnym zapisie oznacza wieze potegowa

o wysokosci 7625 597 484 987 zbudowang z tréjek.
Oczywiscie, trudna jest jakakolwiek proba wyobrazenia
sobie wielkosci tej liczby. Mozemy chyba tylko czué ja
intuicyjnie, widzac jej zapis w postaci wiezy potegowe;j.

Liczba Grahama

Jesli cheesz, Czytelniku, poznaé¢ wielkosé liczby
Grahama, musisz p6jsé krok dalej i sprébowadé
ogarnaé (cho¢ jest to prawdopodobnie niewykonalne)
wielkos¢ liczby Gy = 3 1117 3, a nastepnie wykonaé
krok drugi (ktéry jest juz chyba krokiem w otchlan
nieskoniczonosci) i poznaé liczbe zdefiniowana
nastepujaco:
Gr=3]1-113

————

Gy strzalek
Jedli wykonalismy 2 kroki, to kolejne nie powinny juz
sprawi¢ trudnosci. Niech

Ga=3]11-- 1113,
—_———

Gy strzalek

Gz =31111--- 11113,
—_————

G5 strzalek

i tak dalej, az po 64 krokach zatrzymamy sie wreszcie,
bo oto poznamy najwieksza liczbe na $wiecie, czyli
Liczbe Grahama:

RG(L 2) 2) < LG = G63 =3 TTTTT o TTTTTg

Gga strzatek

Na zakonczenie warto odnotowaé¢ pewng ciekawostke.
Liczba Grahama zostala zauwazona rowniez przez ludzi,
ktorzy zawodowo zajmuja sie wszelkimi rekordowymi
osiagnieciami, trafita bowiem w 1997 roku do Ksiegi
Rekordéw Guinnessa i, prawdopodobnie, pozostanie
tam jeszcze przez dhugie lata. Nalezy jeszcze dodagé, ze
najlepszym znanym dzi$ dolnym oszacowaniem liczby
RG(1,2,2) jest 10, wiec pierwsza mozliwa jej dokladna
wartoscig jest liczba 11.



