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*mmm — magazyn milo$nikéw
matematyki; http://www.mmm.uni.wroc.pl

Mota delld

Zaklei¢ sie¢ nie da!”

W poprzednim numerze zabawy ze wstega Mébiusa (i innymi, podobnymi
do niej wstegami) polegaly na cieciu tej wstegi na najrozmaitsze sposoby.
Wobec tego teraz zajmiemy sie czyms wrecz przeciwnym — bedziemy ja
zaklejac.

Przypominamy, o czym mowa

Jedli pasek, np. papieru, w ksztatcie dlugiego prostokata potaczymy

(np. skleimy) krétszymi bokami, to otrzymamy jedna z wielu figur,

a ktora to bedzie, zalezy od tego, ile razy obrocimy przed sklejeniem
pasek wzgledem jego dluzszej osi. Gdy weale nie odwrécimy (wstega
rzedu 0), bedzie to powierzchnia boczna walca. Gdy raz obrécimy o 180°
(wstega rzedu 1), bedzie to wstega Mobiusa. Wstegi wyzszych rzedéw nie
maja juz ,osobistych” nazw. Nazywa si¢ je po prostu wstegami rzedu 2, 7
czy 100.

Eksperyment 1. Co jest brzegiem wstegi?

Wzdtuz brzegu wycietego z papieru kota przyklej cienki drucik

i polacz jego stykajace sie konce. Podpal papier i poczekaj, az sie
catkowicie wypali. Pozostanie sam drut, ktéry bedzie miat ksztatt
okregu. Wykonajmy takie samo doswiadczenie z prostokatna kartka.

Po niewielkiej deformacji okaze sie, ze i tym razem otrzymaliSmy okrag.
Gdy to samo doswiadczenie przeprowadzimy z powierzchnia boczna
walca, to okaze sie (co i bez tego widad), ze jej brzegiem sa dwa okregi.
A co bedzie, gdy to do$wiadczenie przeprowadzimy ze wstega Mobiusa?
Tym razem otrzymamy to samo, co dla kota czy prostokata, czyli okrag.

Eksperyment 2. Zaklejamy kolo kotem

Jedli dwie figury maja taki sam brzeg, to mozemy te brzegi skleic.

Co otrzymamy, sklejajac w ten sposéb brzegi dwoch két? Ktos powie, ze
placek. Ale bardziej wnikliwy obserwator zauwazy, ze raczej jest to co$
takiego, jak sfera, czyli powierzchnia kuli — przeciez kota sa potaczone
tylko na brzegu, wiec gdyby je porzadnie nadmuchadé. ..

Eksperyment 3. Zaklejamy wstege Mobiusa kotem

Poniewaz brzeg kota i brzeg wstegi Mobiusa to okregi, wiec zobaczmy, co
wyjdzie, gdy je skleimy. Proba wykonania tego eksperymentu konczy sie
jednak niepowodzeniem. Z czego to wynika: z braku sprawnosci naszych
palcow, ze ztej jakosci kleju, czy tez moze z niewykonalnoéci zadania,
ktorego sie podjelismy?
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Zmieniamy material na niezawodny, czyli bierzemy
ste do szycia

Potrzebny nam bedzie suwak jak do rozpinanej
kurtki (zeby po rozpieciu byl w dwéch czesciach)
—im dtuzszy, tym lepszy. Jesli kto$ trafi na taki

ze zuzytego $piwora, bedzie mial wiekszy komfort
pracy i bardziej efektowny wynik. Nastepnie

z plétna wykonujemy wstege Mobiusa taka, by jej
brzeg mial dlugosé suwaka (jaka jest potrzebna
dtugosé ptéciennego paska? — oczywiscie dwa

razy mniejsza niz suwaka, prawda?). Do brzegu
przyszywamy jedng czes¢ suwaka. Potem z ptétna
wycinamy koto. Ma ono mie¢ obwdd taki, jak
dlugosé suwaka (jaki zatem ma promien? — to juz
kazdy umie obliczy¢). Do brzegu kota przyszywamy
drugg czeéé¢ suwaka. A teraz zapinamy suwak. I co?
Najpierw idzie niezle, potem trudniej, a zapiaé¢ do
konca sie nie da. Dlaczego? Suwak sprawdzony, co
wiec stoi na przeszkodzie?

Przeszkoda jest powazna. Powierzchnia, ktora
powstaje z zaklejenia wstegi Mobiusa kotem,

to plaszczyzna rzutowa i jest to obiekt, ktéry

nie miesci sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
Zatem mamy w reku obiekt z przestrzeni
czterowymiarowej wykonany z ptotna i suwaka —
to znaczy nie mamy, ale mieliby$my, gdyby udato
sie zapia¢ do koncal

Eksperyment 4. Zaklejamy wstege Mobiusa wstega Mobiusa

Poprzednio wypracowana technologia da sie zastosowaé¢ do dwbch,

tej samej wielkoséci wsteg Mobiusa. Brzeg kazdej z nich obszywamy
suwakiem. I kazdy moze sie przekonaé, ze i tym razem suwak zapiaé sie
nie da. Gdyby si¢ zapial, mielibySmy inny niemieszczacy sie w przestrzeni
tréjwymiarowej obiekt: butelke Kleina. Jej fotografie (oczywiscie nie do
konca zapietej) mozna obejrzeé na tylnej okladce tego numeru.

A oto dalsze propozycje zabawy z wstegami.

Eksperyment 5. Ile jest miejsca na kartce
papieru?

Zaznacz na kartce pie¢ domow. Miedzy kazdymi dwoma
poprowadz $ciezki, tak aby nie przecinaly si¢ nawzajem.
Okazuje si¢ to niemozliwe. A jesli skleimy z kartki
powierzchnie boczna walca? Ale jesli skleimy z niej
wstege Mobiusa, to polaczenie bedzie mozliwe! A gdy
bedzie to wstega rzedu 27 A jedli doméw bedzie 67
Sprawdz.

Podobna jest sytuacja w zadaniu z trzema

domkami i trzema studniami: chodzi o narysowanie
nieprzecinajacych sie drég taczacych kazda studnie

z kazdym domkiem — na plaszczyznie zaplanowaé takich
drég nie mozna. A czy co$ sie zmieni, gdy z kartki
skleimy powierzchnie boczna walca albo ktoras z innych
wsteg?
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Eksperyment 6. Jak pokolorowa¢ mape?

Narysuj na kartce dowolng mape, na ktorej panstwa
granicza zawsze wzdluz linii i skladaja sie z jednego
kawaltka (np. mape Europy trzeba wigc nieco zmienié).
Pokoloruyj ja tak, aby sasiednie panstwa byly zaznaczone
innym kolorem. Ilu koloréw musiates uzyc¢?

Podobne do$wiadczenie wykonano kiedys dla wielu
tysiecy map i nie znaleziono zadnej, do pomalowania
ktérej potrzebny bylby piaty kolor. W 1840 r. August
Mobius postawil hipoteze, ze do pokolorowania dowolnej
mapy wystarcza cztery barwy. Udalo sie ja udowodnié
dopiero w 1976 r. dwém amerykanskim matematykom
Kennethowi Appelowi i Wolfgangowi Hakenowi. Czy
podobnie jest dla map umieszczonych na wstedze
Moébiusa? Moze wystarcza tam tylko 3 kolory? A moze
potrzeba ich wiecej?



