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Rozwigzanie zadania F 709.
Sita ta wynosi
F = ApS = (po — p)S,
gdzie S to pole powierzchni pokrywki,
a Ap to réznica cidnien miedzy cidnieniem
atmosferycznym a cisnieniem powietrza
ochtodzonego i o zmienionej objetosci
wewnatrz naczynia. Z réwnania gazu
doskonalego mamy:
P(J(V(J — Vl) o P(‘/(J — Vw)

To N T ’
gdzie po to ci$nienie atmosferyczne,
p nowa warto$¢ cidnienia, V; objetosé
lodu, Vi, to objetos¢ wody, a V naczynia.
Mamy zatem:

(A Vi—Vw AT Vo =V,
F = pgﬁ E—

Vo =V T Vo =V
Przyjmujac Vo = 200 (,'1113, Ty =273 K,
AT =20 K, S =20 cm? oraz
V; = 110 em?, otrzymujemy F' ~ 30 N.
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Rys. 1
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Teoria perkolacji Rafal LATALA™

Rozpatrzmy krate d wymiarowa, tzn. graf nieskonczony, w ktérym zbiorem
wierzchotkéw jest Z <%, a krawedziami polaczono punkty w odleglosci 1. Zalézmy
tez, ze dysponujemy moneta, w ktorej orzel wypada z prawdopodobienstwem p,
a reszka 1 — p, gdzie p jest liczba z przedzialu [0, 1] i wyobrazmy sobie, ze
wykonali$my nig nieskoniczenie wiele rzutéw. Przeprowadzmy teraz nastepujaca
operacje — kazdej krawedzi przyporzadkujmy jeden z rzutéw moneta (kazdej
inny) i je$li wypadla w nim reszka, to usuimy krawedz z grafu (taka krawedz
nazywa si¢ tez zamknieta), a jesli orzel, to ja zostawmy (krawedZ otwarta).

Otrzymamy w ten sposéb losowy podgraf G, grafu 7% — teoria perkolacji
zajmuje si¢ wlasnosciami tego podgrafu. Jesli wykonamy np. symulacje
komputerowa takiego losowania (patrz str. 11), to zauwazymy, ze dla malych
wartoéci p krawedzi otwartych jest malo, G, sktada sie z wielu niewielkich
skladowych (skladowa grafu nazywamy zbiér wierzchotkéw, z ktérych kazde dwa
taczy Sciezka zlozona z krawedzi grafu), a dla duzych p sytuacja jest odmienna
— wiekszo$¢ krawedzi otwartych tworzy jedna ogromng skladowa, pozostale zas
grupuja sie w rozproszone niewielkie sktadowe.

Sklania nas to do postawienia nastepujacych pytan:

e Dla jakich p istnieje nieskonczona sktadowa? Ile jest nieskonczonych
sktadowych?

e 7 jakim prawdopodobienstwem 0 nalezy do nieskonczonej sktadowej?

e Jedli nie ma nieskonczonej skltadowej, to jaka jest ,typowa” wielkos¢ sktadowej
zawierajacej 07

Narzucajaca si¢ intuicja jest to, ze im wigksze p, tym krawedzi otwartych jest
wiecej. Latwo te idee sformalizowaé¢ — wystarczy zamiast rzutéw krawedziom
przyporzadkowaé losowo wybrane liczby z odcinka [0, 1], a nastepnie

powiedzie¢, ze dana krawedZ nalezy do G, jesli przyporzadkowana jej liczba nie
przekracza p. Przy tej konstrukcji zawsze Gy, jest podzbiorem G, przy p < q.

Podstawowa funkcja, jaka sie rozwaza, jest funkcja perkolacji 64. Warto$¢ 04(p)
definiuje si¢ jako prawdopodobienstwo tego, ze 0 nalezy do nieskonczonej
sktadowej. Oczywiscie, 04(0) =0, 04(1) = 1 oraz 61 (p) = 0 dla p < 1. Symulacje
wskazuja, ze dla d > 2 funkcja perkolacji wyglada mniej wiecej jak na rysunku 1.

Warto moze wspomnieé¢, ze nie jesteSmy w stanie symulowaé calej nieskonczonej
kraty. Ale np. istnienie nieskonczonej sktadowej zawierajacej 0 mozna dobrze
aproksymowac, sprawdzajac, czy 0 jest polaczone otwarta Sciezka z brzegiem
kostki [—n,n]¢ dla odpowiednio duzego n.

Funkcja 6, jest niemalejaca (im wicksze p, tym graf G, wigkszy). Pozwala nam
to wprowadzi¢ definicje prawdopodobienstwa krytycznego:

Pe(d) := sup{p: 0a(p) = 0}.
Zatem 04(p) = 0 dla p < p.(d) oraz 04(p) > 0 dla p > p.(d).

Twierdzenie. Dla d > 2, zachodzi 0 < p.(d) < 1.
Dowdd. i) p.(d) > 0, czyli 84(p) = 0 dla p malych.

Jesli sktadowa otwarta, zawierajaca 0, jest nieskonczona, to dla dowolnego n
istnieje Sciezka dlugosci n bez samoprzecieé¢, wychodzaca z 0, ztozona z krawedzi
otwartych. Wszystkich Sciezek bez samoprzecieé¢, wychodzacych z 0, jest

fn < 2d(2d — 1)1 (pierwsza krawedZ mozemy wybraé na 2d sposob6éw, kolejne
na nie wiecej niz 2d — 1, bo nie mozemy sie ,,cofnaé”). Prawdopodobienstwo
tego, ze ustalona $ciezka dlugosci n jest otwarta, wynosi p™. Stad

0a(p) < fup™ < 2dp((2d — 1)p)" " =100 0
dlap < (2d—1)"1.

ii) pe(d) < 1, czyli O4(p) > 0 dla p bliskich 1.
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Rys. 2

®

Rozwigzanie zadania M 1195.
Zaltézmy najpierw, ze wéréd liczb
D1, P2, -
przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze

p1 = pr dla k =2,3,...,100. Poniewaz

.., Pp1oo nie ma liczby 2 oraz

liczby p1, p2 sa nieparzyste, wigc p; jest
dzielnikiem iloczynu
p2—1 pa+1
2 T2
a wigc i jednego sposréd powyzszych
czynnikéw. Stad wynika, ze

1 1
p1 < §(P2 +1) < 5(1)1 +1),
czyli p1 < 1 — sprzecznosé.

Zalézmy z kolei, ze wsréd liczb
P1,DP2,...,P100 Wystepuje liczba 2

oraz bez straty ogélnosci przyjmijmy,

ze p1oo = 2. Wtedy poo | 22 -1, co
oznacza, ze pgg = 3. Wobec tego

Pos |32 — 1, co z kolei implikuje réwnosé
pos = 2. Kontynuujac, uzyskujemy ciag
P1,DP2,.-.,P100 spelniajacy warunki
zadania: 3,2,3,2,...,3,2.

Uwalniajac si¢ od zalozenia p1go = 2,
otrzymujemy dwa ciagi spelniajace
warunki zadania: 3,2,3,2,...,3,2 oraz
2,3,2,3,...,2,3.

Poniewaz 04(p) > 0(p) (krata Z2 zanurza si¢ w krate Z?), wiec wystarczy
wykazaé, ze 62(p) > 0 dla 1 — p malych. Zauwazmy, ze jesli sktadowa,
zawierajaca 0, jest skoficzona, to na kracie przesunietej o (1/2,1/2) istnieje petla
przecinajaca tylko krawedzie zamkniete (zob. rys. 2).

Wizystkich petli dlugosci n wokét 0 jest g, < n3™ (petla musi przeciaé¢ pétos 0X
w odleglosci od 0 nie wigkszej niz n, kazda kolejna krawedz mozemy wybrac¢ na
co najwyzej 3 sposoby), a prawdopodobienistwo tego, ze ustalona petla przecina
tylko zamkniete krawedzie, wynosi (1 — p)”. Zatem

L—=0(p) <Y gn(1=p)" <> n(B(1—p)" <1
n=4 n=4

dla odpowiednio maltego 1 — p. Koniec dowodu.

Jesli p < pc(d), to 84(p) = 0, co pociaga za soba nieistnienie

z prawdopodobienstwem 1 zadnej nieskonczonej sktadowej. Udowodniono,
ze prawdopodobienstwo tego, ze skonczona sktadowa zawierajaca 0 ma
przynajmniej n elementéw, maleje wyktadniczo z n.

Dla p > p.(d) jest 84(p) > 0, co na mocy tzw. prawa zero-jedynkowego
implikuje, ze prawdopodobienistwo istnienia nieskonczonej sktadowej wynosi 1.
Mozna wykazaé tez nieco mniej oczywisty fakt, ze nieskonczona skladowa jest
z prawdopodobienstwem 1 tylko jedna.

Widzimy wiec, ze w punkcie p.(d) graf G zmienia wlasnosci, méwimy w takiej
sytuacji, ze mamy do czynienia z przejsciem fazowym.

Whnikliwy Czytelnik zada na pewno pytanie, co sie dzieje dla p = p.(d).
Przypuszcza sie, ze 04(p.(d)) = 0 (czyli z prawdopodobienstwem 1 nie

ma nieskonczonej sktadowej), ale udowodniono to tylko dla d = 2 oraz d
odpowiednio duzych. Najprostszy i najciekawszy otwarty przypadek dotyczy
kraty tréojwymiarowej.

Jak widaé, juz pytanie o ciaglto$é funkcji perkolacji w punkcie p.(d) jest bardzo
trudne. Mozna udowodnié, ze 64 jest ciagta w pozostalych punktach. Symulacje
sugeruja, ze jest ona wklesta na (p.(d), 1], ale nie jest to udowodnione. Mozna
zadawac kolejne pytania o wlasnosci 64 — np. rézniczkowalno$é czy szybkoéé
wzrostu w prawostronnym otoczeniu p.(d). Co ciekawe, najtrudniej na te
pytania odpowiedzie¢ dla niskich wymiaréw d.

Tle wynosi warto$¢ p.(d)? Dokladna odpowiedZ jest znana tylko dla d < 2,

pe(1) =1, pe(2) = 1/2. Wyznaczenie tej drugiej wartosci zajelo 20 lat
(ostatecznie zrobil to Kesten w 1980 roku), podstawowym pomystem dowodu
jest wykorzystanie kraty dualnej, ktorej krawedzie przecinaja krawedzie
wyjsciowej kraty — idee te wykorzystywalismy juz w dowodzie twierdzenia.
Symulacje pokazuja, ze p.(3) ~ 0,2488, p.(4) ~ 0,1601, p.(5) ~ 0,1182. Wiadomo
tez, ze pe(d+1) < pe(d) oraz pe(d) = 5 + 1z + 1o + O(d™*) przy d — .

Oczywiscie, nie musieliSmy zaczyna¢ od kraty, bada sie tez perkolacje na innych
grafach nieskonczonych. Najlepiej zrozumiana jest perkolacja na drzewach;

co ciekawe, istniejg drzewa, dla ktérych funkcja perkolacji nie jest ciggla

w punkcie p.. Rozwaza sie tez modele perkolacji wierzchotkowej — usuwa sie

w nich z grafu nie krawedzie, lecz wierzchotki.

Teorie perkolacji stworzyli Broadbent i Hammersley w 1957 roku, by

modelowaé przeplyw cieczy przez porowaty material (na przyklad skate).

Sie¢ kanalikow w takiej skale przybliza si¢ krata trojwymiarowa, otwartoscé
krawedzi oznacza, ze kanalik jest na tyle szeroki, by umozliwia¢ przeplyw

cieczy, za$ istnienie nieskonczonej skladowej méwi, ze gérna powierzchnie

skaty taczy z dolna Sciezka ztozona z odpowiednio szerokich kanalikow,

czyli ciecz przecieknie przez skale. Zagadnienie doprowadzito do stworzenia
prostego modelu matematycznego, ktory okazal sie bardzo ciekawy — umozliwit
postawienie wielu elementarnych pytan, z ktérych wiele do dzis nie doczekalo sie
odpowiedzi.
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